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Introduccién

Los cddigos detectores-correctores de error tuvieron sus origenes con los trabajos de R. W.
Hamming [22] y C. E. Shannon [47] en la década de los 40’s del siglo XX. En ese entonces los
primeros cddigos correctores de error fueron disefiados en el ambiente de los espacios vecto-
riales sobre el campo binario, lo cual se debid a sus aplicaciones en el medio computacional.
Sin embargo, al poco tiempo, los trabajos de Shannon y Hamming inspiraron a M. J. E. Go-
lay [20] a preguntarse por c6digos en el contexto general de espacios vectoriales sobre campos
finitos, dando el siguiente paso para potenciar una nueva rama de las matemdticas: la Teoria
de Codigos Algebraicos. Actualmente, se han realizado una gran cantidad de investigaciones
en esta drea, produciendo cédigos que ahora se encuentran implementados en dispositivos de
almacenamiento masivo de informacién (discos duros, CD’s, DVD’s, USB’s, entre otros), en
sistemas de navegacion maritima y aérea, en dispositivos de comunicacion inalaimbrica, en la
exploracion del espacio exterior, etcétera.

Por su parte, la Teoria de Codigos Algebraicos sobre anillos finitos (conmutativos y con
identidad) tuvo sus inicios en la década de los 70’s del siglo XX, con los trabajos de I. F.
Blake [5,6] y E. Spiegel [48,49], aunque en esos momentos la comunidad cientifica no mostré
demasiado interés en estos temas. No obstante, a principios de la década de los 90’s del siglo
pasado, la Teoria de Cédigos sobre anillos finitos fue notablemente impulsada por los resultados
de Nechaev [40] y Hammons et al. [23], quienes mostraron que los c6digos binarios no lineales
de Kerdock, Preparata, etc. pueden ser obtenidos como imagenes de codigos ciclicos lineales
extendidos sobre Z4 bajo la isometria de Gray definida como:

¢2 Z4 — FzX]Fz

0 — (0,0)
1 = (0,1)
2 = (1,1)
3 — (1,0

Desde entonces, se han generado un gran nimero de investigaciones, las cuales se han encami-
nado principalmente en dos direcciones. Dado un entero n > 1, un anillo finito R y una unidad
Y € R, la primera consiste en estudiar la estructura algebraica de los codigos consta-ciclicos (o
Y-ciclicos) lineales de longitud n sobre R; mismos que son definidos como aquellos submdédulos
de R" que permanecen fijos bajo el corrimiento y-ciclico vy : R" — R" dado por la regla

Vy ! (a(),al,...,an_l) — (}’an_1,ao,...,an_2).

En especial, se han realizado diversas aportaciones para las familias de c6digos ciclicos (y = 1)
y negaciclicos (y = —1) [1, 8,9, 13-16, 25, 30, 31,46, 57, 59]. La segunda direccién consiste
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en generalizar la definiciéon de la isometria de Gray a mdltiples familias de anillos finitos e
investigar las propiedades —tales como linealidad y ciclicidad— de los c6digos obtenidos como
imdgenes bajo la isometria de Gray (o brevemente imdgenes de Gray) de los codigos consta-
ciclicos sobre tales anillos [11, 21, 29, 33, 35, 36, 50-52, 57, 59]. Es en esta ultima direccion
donde reside nuestro interés y en la que el presente trabajo se sitda.

El estudio de las propiedades de linealidad y ciclicidad de las imdgenes de Gray de codigos
consta-ciclicos sobre anillos finitos fue iniciada por J. Wolfman [54,55], quien demostré que la
imagen de Gray de un cédigo negaciclico de longitud n (impar) sobre Z4 es un cédigo ciclico
binario de longitud 2n, y que la imagen de Gray de un cédigo ciclico lineal de longitud n (impar)
sobre Z4 es permutacion-equivalente a un cédigo ciclico binario (no necesariamente lineal) de
longitud 2n. A la fecha, varios autores han generalizado algunos de los resultados presentados
en [54,55] para los cddigos consta-ciclicos sobre distintas clases de anillos finitos de cadena
[9,29, 33, 35, 36, 50-52]. Recuerde que un anillo finito R es llamado de cadena si y sélo si R
es un anillo local de ideales principales [14, Proposicion 2.1]. Si 6 es un generador del ideal
maximal de R, lo anterior implica que 8/t! =0y 6" # 0 para algiin ¢ > 1, llamado el indice de
nilpotencia, y que los ideales de R forman una cadena

R=(6°2(6)2(6%) 2 2(6") 2(6") 2(6"") = (0).

Es de particular interés resaltar en este momento que en todos esos trabajos se han considerado
unicamente c6digos consta-ciclicos que permanecen fijos bajo el corrimiento y-ciclico, donde
la unidad y de R es precisamente Yy = 1 — 6’. Esto es, ninguno de esos trabajos ha estudiado
c6digos que permanezcan fijos con respecto a otra aplicacién que generalize al corrimiento -
ciclico, o codigos consta-ciclicos que permanezcan fijos con respecto al corrimiento y-ciclico,
donde ¥ no sea de la forma 1 — 6’. Una aplicacion que naturalmente generaliza al corrimiento

Y-ciclico es el corrimiento y-casi-ciclico de indice m > 1, v;?m : R™ — R™ definido como

vy (A(O) |A(])]---|A(m_])) — (Vy (A(0)> vy (A(1)> |- |vy (A(m—l)>> 7

donde A ¢ R",0<i<m—1,y“|” es la concatenacién. Asi, un primer paso seria considerar a
la familia de cddigos y-casi-ciclicos deincide m, los cuales permanecen fijos bajo el corrimiento
Y-casi-ciclico de indice m > 1.

Con base en lo anterior, es natural formular los siguientes problemas:

Problema 1. Investigar las propiedades de las imagenes de Gray de la familia de cédigos Y-
casic-iclicos sobre un anillo finito de cadena, donde ¥ sea una de las unidades considera-
das en la literatura.

Problema 2. Investigar las propiedades de las imdgenes de Gray de la familia de cédigos Y-
ciclicos sobre un anillo finito de cadena R, donde 7y sea una unidad diferente a 1 — 6'.
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El proposito de esta tesis es abordar ambos problemas para c6digos sobre el anillo Z1 de
enteros médulo 251 k > 1, el cual es un anillo finito de cadena con 6 = 2 y t = k. De manera
mas especifica, en esta tesis investigaremos algunas propiedades de las imdgenes de Gray de los
codigos y-casi-ciclicos sobre Zy+1, donde k > 1y ¥ es una de las siguientes unidades:

1, A =1+2k (1)

Asimismo, investigaremos algunas propiedades de la imagen de Gray de c6digos consta-ciclicos
sobre Z,i+1, donde k > 2 y y es una de las siguientes unidades:

& = 14281 & = 1428142k )

En el desarrollo de este trabajo, andlogamente a [51, 52], introduciremos una isometria ¢ de

S A Zik_ln en la que nos apoyaremos para estudiar propiedades de ciclicidad y negaciclici-
dad de la imagen bajo ¢ de c6digos sobre Z,i+1. Usaremos los resultados obtenidos para definir
isometrias de Gray sobre Z7,,, que resultan ser permutacion-equivalentes, e inducir propieda-
des de casi-ciclicidad en la imagen de Gray de dichos c6digos. Cuando la unidad ysea 1 0 A,
los resultados que obtendremos serdn generalizaciones naturales de las principales aportacio-
nes presentadas en [33,36,51,52]. Pero cuando la unidad y sea 0; o & y k > 3, obtendremos
familias de cddigos sobre Z4 que son invariantes con respecto a un producto de Kronecker del
corrimiento ciclico y negaciclico (cf. Teorema 5.2.17 de la Seccién 5.2), mismas que no han
sido reportadas en la literatura. Por otra parte, si k = 2, entonces la imagen bajo ¢ de un cédigo
01-ciclico o &,-ciclico sera la traslacion de un c6digo negaciclico sobre Z,4. Este ultimo re-
sultado nos permitird obtener codigos ciclicos trasladados como imédgenes de Gray de codigos
01-ciclicos y &,-ciclicos sobre Zg.

Las aportaciones mds importantes de este trabajo residen en los Teoremas 4.2.1, 4.4.1,
4.7.10, 5.2.17, 5.3.3, 6.3.10 y 6.4.2, pues en conjunto dan respuesta a los Problemas 1 y 2
planteados anteriormente. Sin embargo, sobresalen los Teoremas 5.2.17, 5.3.3,6.3.10y 6.4.2 a
raiz de que las familias de c6digos caracterizadas en ellos, hasta el momento no han sido repor-
tadas en la literatura. El Teorema 5.2.17 establece una caracterizacion de los codigos 6, -ciclicos
sobre Zyi+1, k > 3, en términos de sus imdgenes bajo ¢. El Teorema 5.3.3 proporciona un re-
sultado similar para cédigos d,-ciclicos sobre Z,i11, k > 3. Por su parte, los Teoremas 6.3.10 y
6.4.2 dan una respuesta completa al Problema 2 cuando el anillo R es Zg. En especial caracteri-
zan a los cédigos 3-ciclicos y 7-ciclicos sobre Zg, y ofrecen una alternativa de construir c6digos
ciclicos binarios como la imdgenes de Gray de dichos cédigos (Teorema 6.5.1).

La organizacion de este manuscrito es la siguiente. El Capitulo 1 contiene la notacién ge-
neral y algunos resultados preliminares que serdn necesarios a lo largo de este trabajo. En el
Capitulo 2 analizaremos la definicion de la isometria de Gray propuesta en [21] y definiremos
una isometria @ : Zy, ., — ZZH" que resultard ser permutacién-equivalente a la isometria ¢ in-
troducida en [51,52]. Esto nos permite generalizar la Proposicion 3.1 de [51], las Proposiciones

4y 7 de [52], y obtener nuevas relaciones para la isometria de Gray.
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Posteriormente, en el Capitulo 3, investigamos algunas relaciones entre las isometrias ¢, de
Gray y el corrimiento Yy-casi-ciclico, donde y es una unidad del anillo Z,1. En especial, enfo-
camos nuestra atencion en las unidades mencionadas en (1) y (2); obteniendo generalizaciones
de algunos resultados establecidos en [51,52, 54, 55].

En el Capitulo 4 caracterizamos a los codigos casi-ciclicos y A-casi-ciclicos en términos
de sus imagenes con respecto a las isometrias ¢ y de Gray. Estas contribuciones responden al
Problema 1 cuando R = Z+1. Asimismo, generalizan las principales aportaciones de [51, 52,
54,55].

Los Capitulos 5 y 6 dan respuesta al Problema 2 cuando el anillo R es Zy+1 y la unidad
Y es 8; o &;. En el Capitulo 5 examinamos algunas propiedades de las imdgenes de c6digos
d1-ciclicos y &-ciclicos sobre Zy1 cuando k > 3. En este caso, nuestras principales contri-
buciones se encuentran en los Teoremas 5.2.17 y 5.3.3, los cuales caracterizan a los c6digos
01-ciclicos y &,-ciclicos sobre Zy+1 con respecto a sus imagenes bajo la isometria ¢. En el Ca-
pitulo 6, analizamos algunas propiedades de las imagenes de los cddigos 3-ciclicos y 7-ciclicos
sobre Zg (el caso k = 2 que no fue considerado en el Capitulo 5). Dado que 7 = —1 en Zg,
los cédigos 7-ciclicos sobre Zg son llamados codigos negaciclicos. En especifico, demostramos
que la imagen bajo ¢ de un cédigo 3-ciclico es un cédigo negaciclico sobre Z4, médulo una
traslacion. Similarmente, probamos que la imagen bajo ¢ de un cédigo negaciclico sobre Zg
es un codigo negaciclico sobre Z4, mddulo una traslacion. Es a partir de estos resultados, y de
los que fueron establecidos por J. Wolfman en [54], que es posible caracterizar a los codigos
3-ciclicos y negaciclicos con respecto a sus imdgenes de Gray. Tales caracterizaciones son es-
tablecidas en los Teoremas 6.3.10 y 6.4.2. En particular, hacemos énfasis en el Teorema 6.5.1
que establece que un cédigo sobre Zg es 3-ciclico y negaciclico a la vez si y sélo si su imagen
de Gray es un cddigo ciclico binario. Dichas aportaciones permiten construir codigos ciclicos,
modulo una traslacién, a partir de cddigos 3-ciclicos y negaciclicos sobre Zg.

Las conclusiones y perspectivas del presente trabajo son expuestas en el Capitulo 7. Final-
mente, hemos incluido dos apéndices. El Apéndice A contiene tablas de c6digos consta-ciclicos
sobre Zg y Zi¢ las cuales se incluyen con la finalidad de ilustrar los resultados alcanzados en
esta tesis. Dichas tablas, asi como la gran mayoria de los ejemplos mencionados en el interior de
este tranajo, fueron construidas con la ayuda del programa computacional MAGMA® V2.15-
13 (Student Version) en el Laboratorio de Cédigos y Criptografia: Claude Shannon, del
Departamento de Matematicas de esta casa de estudios. Por otro lado, el Apéndice B, ofrece
una prueba distinta a la que aparece en el Corolario 2.2.7, el cual establece que la funcién ¢ es
una isometria.
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Capitulo 1

Cédigos consta-ciclicos sobre Z 1

El presente capitulo contiene la notacién general y algunos de los resultados
preliminares a este trabajo. En particular, incluye la descripcién de una técni-
ca para construir codigos ciclicos y consta-ciclicos lineales de longitud impar
sobre Zy+1 (k > 1), los cuales serdn de utilidad para ilustrar los resultados al-
canzados en los siguientes capitulos. Asimismo, demostramos que los c6digos
ciclicos lineales de longitud impar y los cédigos consta-ciclicos lineales de la
misma longitud sobre Z,+1, tienen los mismos pesos homogéneos.

1.1. Notacién general

A menos que explicitamente se indique lo contrario, en todo este manuscrito la palabra ani-
llo significa anillo finito conmutativo y con elemento identidad. La tinica excepcion serd cuando
hablemos del anillo (infinito) de polinomios. Entre la clase de anillos finitos se encuentran los
anillos Z  de enteros médulo Pk (p primo), los anillos GR(p*,m) de Galois, los anillos de cade-
na finita y los anillos finitos de Frobenius, por mencionar algunos de ellos. Para una referencia
acerca de estos topicos, el lector puede consultar [14,39].

Dado un anillo R y un entero n > 1, recordemos que el conjunto R”, cuyos elementos son
las n-adas con entradas en R, adquiere una estructura de R-mddulo con las operaciones de suma
y multiplicacién definidas coordenada a coordenada:

A+B=(ap+bo,...,an—1+bp_1), oA = (aag,...,0a,_1),
donde A = (ag,...,ay—1), B= (bo,...,by—1) € R" y o0 € R. Andlogamente a la teoria de espacios
vectoriales, llamaremos vectores a los elementos de R" y escalares a los elementos del anillo R.

Por brevedad y claridad en la notacion, el vector (a,...,a) € R" sera escrito como (a),.
Como es usual en teoria de anillos, el ideal de R generado por {aj,...,a;} C R serd escrito
como (ay,...,a;), y el gurpo de unidades de R serd denotado por U (R).

Recordemos que la concatenacion de dos elementos A = (ag, ...,a,—1) y B= (bo,...,by—_1)
de R", denotada por (A|B), es definida como

(A|B) = (ao,...,an,hbo,...,bnfl) S R2n.

Esta definicion es extendida naturalmente a cualquier ndmero finito de vectores en R". Asi, la
conctenacién define una biyeccién entre (R")” y R"™. En efecto, si A A . An=1) ¢ gn,



2 1.1. Notacién general

la biyeccion estd dada de la siguiente manera:
(A(0)7A(1)’_._,A(m*1)> — (A(O) ’A(l)’...|A(m*1)) _

Por lo tanto, para cualquier entero d que divida a n, digamos n = de, mediante la funcién
inversa de la concatenacién podemos identificar a R" con (R?), o bien con (R¢)?, segiin sea
conveniente.

Para cualquier entero positivo m y cualquier funcién f : R" — R" definimos la aplicacién
f®m - Rm _y R

dada por
(A<o> AW ... |A(m,1)> . <f(A<o>) LFAM)] ... ,f(A<m71>)) ,

donde A® A - Am=1) c R Claramente, si f es un R-homorfismo (de R-médulos), enton-
ces f™ también lo es. M4s atin, es claro que la funcién f®™ preserva las propiedades de inyecti-
vidad, suprayectividad o biyectividad de la funcién f. En particular, si f es una permutacion, en-
tonces f“™ también lo es. Ademds, note que si g : R™ — R™, entonces (fog)®" = f&™Mog®™,

Dado un anillo R, sea R[x] el anillo (infinito) de polinomios con coeficientes en R y seanf, g
polinomios en R[x]. Recordemos que (cf. [14,30,39]):

1. f es llamado regular si no es un divisor de cero en R[x|, es decir, si fh = 0 para algiin
h € Rx], entonces necesariamente 7 = 0.

2. f es llamado primario si (f) es un ideal primario de R[x], esto es, la condicién gh € (f)
implica que g € (f) o para algtin entero k > 1, h* € (f).

3. fy g son llamados coprimos (primos relativos) si (f) + (g) = (1) = R[x].

Debido a que todos los anillos (finitos conmutativos y con identidad) son isomorfos a una
suma directa de anillos locales (cf. [39]), es suficiente (desde el punto de vista matemético y
para las necesidades de este trabajo) enfocarnos en los anillos locales. Recuerde que un anillo
es llamado local si tiene un tnico ideal maximal. Por ejemplo, Zpk es un anillo local con ideal
maximal (p); asimismo GR(p*,m) es un anillo local con ideal maximal (p).

Dado un anillo local R con ideal maximal M y F = R/M su campo residual, note que la
proyeccién natural — : R — F induce el homomorfismo de anillos — : R[x] — F[x] definido
como

1

f=a+aix+-Fa X"~ f=agtax+- a7

Consecuentemente, para cualesquiera f, g € R[x] se tiene que (cf. [14,30,39]):

1. f esunaunidad siy s6lo si f es una unidad.
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2. fesregularsiy sélosi f # 0. En particular, para cualquier y € U(R), el polinomio x" —y
es regular.

3. Si fy g son regulares, entonces f y g son coprimos si y s6lo si f y g son coprimos.
4. Si f es irreducible, entonces f es irreducible.

5. Si f es irreducible, entonces f = u f1, donde u es una unidad, fi es un polinomio irredu-
cible en F[x] y n > 1 es un entero.

Como una aplicacién de las observaciones 4) y 5), la siguiente definicion tiene sentido. Un
polinomio f € R[x| es llamado bdsico irreducible si f es irreducible.

Es bien conocido que el anillo F[x] de polinomios con coeficientes en un campo F es un do-
minio de factorizacion tnica. Esto es, dado f € F[x], existe una familia a; (x),az(x),...,ax(x) de
polinomios irreducibles tales que f = aj(x)ax(x) - - - ax(x). Esta factorizacién es tinica en el sen-
tido de que si f = by (x)by(x)---b;(x), donde by(x),bs(x),...,b;(x) son irreducibles, entonces
k =1y, salvo una permutacion en los subindices, (a;(x)) = (b;(x)), 1 <i < k. Para polinomios
regulares en un anillo de polinomios R|[x] sobre un anillo local R se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.1.1 ([39, Teorema XIII.11]). Sea f € R[x] un polinomio regular. Entonces

1. f=uay(x)ay(x)---ax(x), donde u es una unidad y a)(x),as(x),...,ax(x) son polinomios
regulares, primarios y coprimos; y

2. si f =vby(x)by(x)---bi(x), donde v es una unidad y by(x),by(x),...,b;(x) son polino-
mios regulares, primarios y coprimos, entonces k =1 y, salvo una permutacion en los
subindices, (a;(x)) = (b;j(x)), i <i <k

Observe que la factorizacion de polinomios regulares en R[x| ocurre en términos de polino-
mios primarios, en lugar de polinomios irreducibles como es el caso de F[x]. Sin embargo, si
R=Zy (k> 1y punprimo) y med(n, p) = 1, entonces para el polinomio x" — 1 € R[x] se tiene
lo siguiente.

Corolario 1.1.2 ([ 14, Proposicién 2.7]). Sea n un entero tal que med(n, p) = 1. Entonces existe
una familia ay(x),a;(x),...,ar(x) de polinomios ménicos, bdsicos irreducibles y coprimos en
Z x|x], vinica en el sentido del Teorema 1.1.1, tales que x" — 1 = aj (x)az(x) - - - ax(x).

Observe que, en particular, si med(n,p) =1y x"—1=g182---gx = h1hy - - I, donde los
polinomios g;, h; son ménicos, entonces (salvo una permutacioén) g; = h;, 1 <i <k.

Aunque gran parte de las definiciones que daremos en la siguiente subseccion serdn validas
para cualquier anillo finito, el problema principal de este trabajo se restringe al anillo Z+1
(k> 1) de enteros médulo 28!, Por tal razén es conveniente mencionar algunas de propiedades
algebraicas.
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Para todo entero k > 1, en este manuscrito, se considerard al anillo Z,«+1 como el conjunto
de enteros {0, 1,...,25"1 — 1} con las operaciones de suma y producto médulo 2¥*!. Es bien
conocido que Z,+1 es un anillo local de ideales principales, los cuales estdn linealmente orde-
nados con respecto a la inclusion:

Zoyesr = (1) D (2) D (2%) D --- D 251y 5 (2% 5 (0).

En particular, esto quiere decir que Zy+1 es un anillo finito de cadena. Asimismo, es conocido
que el campo residual de Z,i+1 es isomorfo al campo binario I, el cual serd considerado como
el conjunto {0, 1} dotado de las operaciones de suma y producto médulo 2. En consecuencia,
pensaremos a [y como subconjunto de Z+1. Debido a lo anterior, la suma en el campo binario
serd denotada por “@” mientras que la suma en Z,.+1 serd denotada de manera usual con el
simbolo “+4”. Emplearemos las mismas notaciones para la suma de vectores con entradas en
IF5 0 Z7,.,. El producto de dos elementos a, b en cualesquiera de los anillos Z, Zyi+1 0 I, serd
escrito simplemente como ab, pues esta operacién coincide en las tres estructuras.

Por ultimo, recordemos que dado un entero k > 1 fijo, cualquier z € Zy+1 puede ser escrito
de manera tnica como

z2=r10(2) +11(2)2 4 +r_1(2)25 " + i (2)25,

donde r;(z) € {0,1}, 1 <i < k. Esta expresion es conocida como la representacion 2-ddica de z
(0 expansion binaria de 7). Es bastante claro que z es una unidad en Z,1 si 'y sélo si ro(z) = 1.
En consecuencia, un elemento de Z,+1 es una unidad o pertenece al ideal maximal (2).

SiZ =1(z0,215--+y2n-1) € ng .1, entonces cada coordenada z; de Z puede ser escrito en su
representacion 2-ddica, digamos

zi=ro(zi) +r1(zi)2+ -+ (z)2 T 4 re(z) 2%

Esto implica que, haciendo uso de la estructura de Zy+1-médulo de Z7), ., el elemento Z puede
ser escrito de manera Unica como

Z=r0(Z2)+r(2)24 -+ r_1 (Z2)25 1 + 1 (2)2,

donde r;(Z) = (r;j(z0),7j(z1),---,7j(zn—1)) € {0,1}". Alo largo de este trabajo, nos referiremos
a esta expresion como la representacion 2-ddica de Z.

1.2. Cddigos sobre anillos finitos

En esta seccion recordaremos las principales definiciones relacionadas con la Teoria de
Cddigos sobre anillos [14,25,30,34], las cuales son modificaciones naturales de sus homdélogas
en la Teoria de Cédigos sobre campos finitos [7,27,38,44,45].
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Sean > 1 un entero y R un anillo. Un cddigo € de longitud n sobre R es cualquier subcon-
junto no vacio de R". Si ademas % es un submoddulo de R", entonces % es llamado un codigo
lineal; de lo contrario, % es llamado un cddigo no lineal.

Cuando R = es un campo finito, un cédigo lineal € de longitud n sobre [F es precisamente
un subespacio vectorial de ”. Si k < n es la dimensién de 4 como subespacio de ", entonces
es comtin decir que % es un [n,k] cédigo sobre FF. Para c6digos no lineales de longitud n sobre
[y cardinalidad M, la notacion (n, M) es la usual.

La existencia de una base para cualquier subespacio vectorial de " nos permiten definir
la matriz generadora de un [n,k] cédigo € # {(0),} sobre F como cualquier matriz de tama-
flo k x n con entradas en el campo F cuyos renglones forman una base para %. Observe que
cualquier matriz generadora G de % permite describir al c6digo de manera sencilla y, de he-
cho, proporciona una técnica eficiente para la codificacion de mensajes. Esto se debe a que
€ ={vG:v cF*}.

Por otra parte, a pesar de que R” no es un espacio vectorial cuando R es un anillo que no
es campo, observe que los vectores e¢; = (0,...,1,0,...,0), donde el 1 aparece en la posicion i,
1 <i < n,forman una base de R". Esto significa que cualquier elemento de R" puede ser escrito
de manera Unica como combinacién lineal de los e;, y que si consideramos la combinacién
lineal

e+t oe, = (O)m

entonces o] = --- = 0, = 0. Recuérdese que en teoria de mddulos se dice que un R-médulo
M es libre si existe un conjunto B C M tal que cada elemento de M puede ser expresado de
manera tnica como R-combinaciones lineales de elementos de B. Como consecuencia de esta
definicién concluimos que R" es un R-médulo libre. Sin embargo, no todo submédulo de un
R-modulo libre es libre. En particular, este resultado implica que no todo cddigo lineal sobre un
anillo finito tiene una base. (En [27, Ejemplo 12.1.1.] se presenta un cédigo lineal sobre Z4 que
no es libre.) Afortunadamente, dado que cualquier c6digo lineal € de longitud n sobre R es un
conjunto finito, entonces existen Ag,Ay,...,A; € € que generan a € como submaodulo de R",
es decir, todo elemento de % se escribe como combinacion lineal (aunque no necesariamente
tinica) de Ag,Ay,...,As, 0 sea, € = {roAo+ -+ riAy : r9,...,rs € R}. En otros términos una
forma sencilla de definir un cédigo lineal 4" de longitud n sobre R es dando un conjunto finito
de vectores que generan a %. Cada elemento del conjunto que genera a % sera llamado un
generador del cédigo.

Para los propdsitos de este trabajo, serd suficiente tener un conjunto de generadores del
codigo. Sin embargo, vale la pena mencionar que para cualquier cddigo lineal sobre un anillo
de cadena finita, es posible enontrar un conjunto minimo de generadores y entonces definir de
manera adecuada una matriz generadora del codigo (cf. [34]).

Dado un niimero natural n > 1, consideremos el conjunto 7, = {0,1,...,n— 1} y una per-
mutacién 7 : I, — I,. Definimos la permutacion T : R* — R" inducida por T de la siguiente
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manera:
T:(ag,ap,...,ap—1)— (ar(o),ar(l),...,af(n_l)) :

Si €'y & son dos codigos de longitud n sobre R, diremos que ¢ es permutacion-equivalente
a 9 si existe una permutacion 7 : I, — I, tal que 7(%’) = 2. Es importante sefialar que de manera
mas general, se dice que dos codigos €'y & de longitud n sobre R son monomial-equivalentes
si para algunas unidades uy,...,u,—1 de Ry una permutacioén 7 : I,, — I,, se tiene que

2 = {(uo0az(0),u1az(1); - - - s Un—1az(n—1)) : (@0,a1,---,an—1) € €}

Sean R, S anillos y m,n > 1 enteros. Motivados en la definicién de cédigos permutacion-
equivalentes, diremos que dos funciones f,g : R* — S son permutacion-equivalentes si existe
una permutacion T sobre I, tal que para todo A € R" tenemos que g(A) = 7(f(A)), es decir, el
siguiente diagrama es conmutativo

R" ! s"
& T
Sm

Consecuentemente, si € es un cédigo de longitud n sobre Ry f,g : R" — §” son permutacion-
equivalentes, entonces los c6digos f(%) y g(%) de longitud m sobre S son permutacién-equi-
valentes puesto que g(%) = 7(f(%)).

En la Teoria de Codigos es necesario conocer qué tan diferentes son dos vectores de R”".
Con tal fin, se han definido varias funciones, llamadas pesos, que inducen métricas sobre R".
Nuestro interés se centra escencialmente en aquellas métricas que estdn inducidas por el peso
de Hamming, el peso de Lee y el peso homogéneo. Como veremos en los siguientes parrafos,
las dos ultimas dependen de la estructura del anillo. Por tal motivo, restringiremos la definicién
del peso de Lee al anillo Zy4, y la del peso homogéneo, al anillo Zy+1, las cuales van de acuer-
do a nuestras necesidades. El lector interesado en conocer las definiciones generales de estas
funciones, puede consultar las referencias [21,44].

El peso de Hamming gy : R" — 7 de un vector A se define como el nimero de coorde-
nadas distintas de cero de A. La métrica dy : R" X R" — Z inducida por @y es definida como
O (A,B) = wy (A — B) y llamada la distancia de Hamming.

El peso de Lee oy, : Z4 — Z esta definido como w,(0) =0,0.(1) =0 (3) =1y op(2) =2.
De manera natural, el peso de Lee es extendido a una funcién, también denotada por @y, de Z
a Z. Esto es, dado A = (a, ...,a,—1) € Zj;, se define su peso de Lee como wr(A) = wr(ap) +
-+-+ @y (an—1), donde la suma es realizada sobre Z. La métrica Jy : Z} x Z; — Z inducida por
oy, es definida como 8y (A, B) = wp (A — B) y llamada la distancia de Lee.
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Para todo k > 1 definimos el peso homogéneo @y, : Zyk+1 — Z como

0, sia=0
oy (a) = { 2K, sia =2k
k=1 en otro caso

De igual modo que se ha hecho para el peso de Lee, el peso homogéneo se extiende a una
funcion @y, : Z7),., — Z. En efecto, el peso homogéneo de un vector en ZJ, ., se define como la
suma sobre 7Z del peso homogéneo de cada una de sus coordenadas. Andlogamente a los casos
anteriores, la métrica &y, : Z’;k 41 X Z’;k .1 — Zinducida por @y, es llamada la distancia homogénea

y definida como J,(A,B) = w,(A — B).

Claramente, para el caso particular k = 1, el peso de Lee y homogéneo coinciden. En con-
secuencia, también coinciden las respectivas métricas inducidas por ellos.

Sea @ cualquiera de estos pesos y O cualquiera de estas métricas. El peso (minimo) y la
distancia (minima) (de Hamming, de Lee u homogéneo, segin corresponda) de un cédigo &
estdn definidos, respectivamente, como

0(%)=min{w(A):AcE,A#(0),}

0(¢)=min{8(A,B):A,B€ ¥, A+ B}.

Si el cédigo € es lineal, entonces es facil demostrar que @ (%) = 8(%). Por lo tanto, el
célculo de pesos y distancias minimas de c6digos lineales puede simplificarse a partir de este
resultado.

Para el caso de campos finitos, 0y (%) esta relacionada con la cantidad de errores que el
c6digo puede detectar y corregir: si d es la distancia minima de Hamming de %', entonces ¢
puede detectar d — 1 errores y corregir | (d — 1)/2], donde | x| denota al mayor entero menor o
igual que x. Para mds detalles ver, por ejemplo [45, Seccion 4.2] o bien [27,38].

Cuando se trata de cédigos lineales sobre campos finitos, la notacién [n,k,d] es usada para
indicar los pardmetros del cddigo: longitud n, dimensién k y distancia minima de Hamming d.
Si el codigo no es lineal, 1a notacién (n,M,d) es la mas comun.

Claramente, dos codigos permutacion-equivalentes tienen la misma cardinalidad, el mismo
peso y distancia de Hamming, de Lee u homogénea, segun sea el caso. Por lo tanto, para fines
de deteccién y correccién de errores, codigos permutacion-equivalentes sobre campos finitos
tienen las mismas capacidades. En algunos casos, esto nos permitird dotar a ciertos cédigos de
algunas propiedades deseadas sin temor a que los pardmetros del nuevo cddigo sean distintos a
los del primero.
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Dados dos vectores A = (ag,...,ay,—1) y B = (bo,...,b,—1) en R", se define su producto
escalar (o producto punto) como

A-B=apbo+---+a,—1b,—1 €R.

Andlogamente a la teoria de espacios vectoriales, dos vectores A, B € R" son llamados ortogo-
nales si A-B = 0. Asimismo, si % es un cddigo de longitud n sobre R, entonces se define su
codigo ortogonal como el conjunto

¢+ ={AcR": A-B=0,VBc ¥}

Un cédigo € es llamado auto-ortogonal si €+ C €'y auto-dual si € = €. Nétese que si € es
lineal, entonces €’ también lo es. En particular, esto aplica para c6digos sobre campos finitos.
En tal caso, cualquier matriz generadora de € es llamada una matriz verificadora de paridad
para ¢ .

Para cualquier y € U(R), definimos el corrimiento y—ciclico como el R-automorfismo sobre
R"™ dado por

vy (ao,ai,...,an—1) = (Yan—1,00,...,an—2).

Un codigo € C R" es llamado consta-ciclico, o de manera més especifica y-ciclico, si € per-
manece invariante con respecto a Vy, es decir, vy(%) = % . Un cddigo 1-ciclico es llamado
simplemente un cddigo ciclico y un cédigo (—1)-ciclico es llamado un cddigo negaciclico. Pa-
ra preservar la notacion existente en la literatura [ 14,54, 55], el corrimiento 1-ciclico serd escrito
como o y llamado el corrimiento ciclico; el corrimiento (—1)-ciclico serd denotado como v y
llamado corrimiento negaciclico.

Para cualesquiera enteros n,m > 1y cualquier ¥ € U(R), el corrimiento y-casi-ciclico de
indice m es definido como la funcién v;?’" : R"™ — R"™ dada por

(a(O) la|... ’a(mfl)) . (v,,(a(o)) [vy(aW)] . ,vy(a(mfl))).

Observese que v&!' = v,. En este sentido, el corrimiento y-casi-ciclico es una generalizacién
Y Y

del corrimiento 7y-ciclico.

Siguiendo con la terminologia y la notacién introducida anteriormente, el corrimiento
1-casi-ciclico serd simplemente llamado el corrimiento casi-ciclico de indice m y denotado
por ®™. Andlogamente, el corrimiento (—1)-casi-ciclico sera escrito como v®™ y llamado el
corrimiento casi-negaciclico de indice m.

Un cddigo € C R™ es llamado y-casi-ciclico de indice m si v;?’”(% ) = €. En particular,

si Y= 1, entonces % es llamado casi-ciclico de indice my, si Yy = —1, entonces € es llamado
casi-negaciclico de indice m.
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Observacion. Formalmente, el término consta-ciclico hace referencia al concepto de cédigo
Y-ciclico mas no al concepto de cédigo y-casi-ciclico. Asi, el titulo del presente material su-
giere que se abordan resultados tinicamente para c6digos y-ciciclos sobre Z,i1. Sin embargo,
también se obtienen resultados para cédigos casi-ciclicos y (1 + 2¥)-casi-ciclicos sobre Lkt
k > 1 (Capitulo 4). Pero dado que las aportaciones mas importantes son para cédigos (1+2+1)-
ciclicos y (14 k=14 2k)-cfclicos sobre Zoi+1, k > 2 (Capitulos 5 y 6), se decidi6 hacer énfasis
en ello en el titulo de este material.

Veamos dos ejemplos de c6digos sobre el anillo Zy4. El primero de ellos es un cédigo ciclico
y que a su vez es un cédigo casi-ciclico. El segundo, es un cédigo casi-ciclico que no es ciclico.
Aunque formalmente hemos usado la notacién vectorial (ag,ay,...,a,—1) para escribir a los
elementos de R", en los ejemplos escribiremos aoaj - - - a,,—1 en lugar de (ag,ai,...,ay—1).

Ejemplo 1.2.1. Sea %y el cédigo lineal de longitud 4 sobre Z4 generado por g; = 1111,
g2 = 0202 y g3 = 0022, es decir, 6y = {ag1+ Bg+7vg3 : a,B,y € Z4}. Haciendo variar
o, By yen Zs, obtenemos que los elementos de % son los siguientes 16 vectores:

0000 1111 2222 3333 0202 1313 2020 3131
0022 1133 2200 3311 0220 1331 2002 3113

Del arreglo anterior es facil verificar por inspeccién directa que el cédigo 6y es un cédigo
ciclico. Asimismo, observe que también este codigo es casi-ciclico de indice m = 2, es decir,
para todo apajazaz € € se tiene que G®2(a0a1 a2a3) = ajap asap es un vector que nuevamente
estd en %. Por otra parte, ya que %y es lineal, su distancia minima de Lee coincide con su
peso minimo de Lee, el cual es wp(%x) = 4. De hecho, note que g (z) = 4, para todo z €
% \ {0000,2222}.

Ejemplo 1.2.2. Sea ZRM(2,4) el cédigo lineal de longitud 8 sobre Z, generado por los vec-
tores go = 1111 1111, g = 0101 0101, g, = 0011 0011, g3 = 0002 0002, g4 = 0000 1111,
gs = 0000 0202 y g¢ = 0000 0022. Esto quiere decir que ZRM(2,4) consiste de todas las com-
binaciones lineales apgo + aig1 + - - - + aeges, las cuales pueden ser expresadas de forma mas
precisa como un producto de matrices:

11111111 0
0101 0101 Zg iZ;
00110011 apg+aj+ax +2a3
Z = ( ap a) az as a4 ds ag ) 0002 0002 = s
0000 1111 do +da
0000 0202 apg+aj + as +2as
0000 0022 a0+ ar+aq+2ag

apg+ay+ar+2a3+ aqg +2as5 + 2ag

donde ay, . .., a¢ € Z4. De aqui es claro que Z = 0000 0000 siy sélo siag =a| =a; =2a3 = a4 =
2as5 = 2a¢ = 0. En otros términos, esto significa que un mismo vector lo podemos escirbir de 23
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formas distintas pues 2a3 = 2as = 2ag = 0 si y s6lo si a3, as, ag estan en el ideal maximal de Zy4,
o sea, a3, as,ag € {0,2}. Por lo tanto, tenemos que el nimero total de combinaciones lineales
distintas que se pueden formar con los vectores g; es 47 /23 =211, Ast, el c6digo ZRM (2,4) tiene
211 = 2048 elementos y, por lo tanto, es impractico listar todos estos vectores para verificar que
este codigo es casi-ciclico de indice 2. Sin embargo, como ZRM(2,4) estd generado por los
gi, se sigue que ZRM(2,4) es casi-ciclico de indice 2 si y s6lo si 6°%(g;) € ZRM(2,4) para
todo i. Probaremos que 6®2(g;) € ZRM(2,4) escribiendo a cada uno de estos vectores como
combinacion lineal de los g;:

G®2
go=11111111 — 11111111 =g
g1 =01010101 — 01010101 = g
¢ =00110011 — 1001 1001 = go+ 32>+ 323 + g6
g3 =00020002 — 10101010 = go -+ 3g3
g4 =00001111 —» 00002002 =2g;| + g4+ g5
g5 =00000202 —» 00002020 =2g| + g5
g6 =00000022 — 20002000 = 2go+2g> + 283 + g6

Por lo tanto, el c6digo ZRM(2,4) es casi-ciclico de indice 2. No obstante, este c6digo no es
ciclico pues, por ejemplo, g € ZRM(2,4) pero 6(g;) = 10000111 ¢ ZRM(2,4). Finalmente,
ya que ZRM(2,4) es lineal, d;.(ZRM(2,4)) = wp(ZRM(2,4)). Observe que @y (g1) = 4, de
donde concluimos que @y (ZRM(2,4)) < 4. Mds atn, con la ayuda del programa computacional
MAGMA® V2.15-13 (Student Version) obtuvimos que @, (ZRM (2,4)) = 4.

Es conocido que el cédigo ortogonal de un cédigo ciclico es también un codigo ciclico.
Asimismo, se sabe que el cddigo dual de un c6digo negaciclico es nuevamente un c6digo nega-
ciclico. En general, tenemos el siguiente resultado acerca del cédigo dual de un cédigo y-casi-
ciclico. Este resultado generaliza a [13, Proposicién 2.4].

Proposicion 1.2.3. Sea R un anillo, y € U(R), n,m > 1 enteros y € un cddigo y-casi-ciclico de
indice m y longitud nm. Entonces € es un cédigo vy~ '-casi ciclico de indice m y longitud nm.

Demostracion. Sea A = <A(0)| T |A(m’1)> €¢yseaB= <B(0)| fe |B(m’1)> € €. Entonces

vy"(A) - vf,’i’{’(B) = vy (A(0)> Vo (B(O)) 44 vy (A(’"_l)> Vo (B(’”‘l))
0 <A<o>> o <B<o>> teto <A<m—1>) . (B<m—1>)
— A0 . gO) 4 . 4 Alm=1) plm=1) _
Haciendo variar el vector A en todo %, las relaciones anteriores muestran que vfi"f (B) es or-

togonal a cada elemento del c6digo vf?m(%) = % . Esto significa que vfﬁ"f (B) € €+ y, por lo

tanto, € es invariante con respecto a la accién de vfﬁ’?. 0
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Ejemplo 1.2.4. Dado que el cédigo ¢y introducido en el Ejemplo 1.2.1 es ciclio lineal de
longitud 4 sobre Z4, entonces %ﬁ es también un cédigo ciclico lineal de indice 2 y longitud 4
sobre Z4. Los elementos de %ﬁ son:

0000 1012 2020 3032 0121 1133 2101 3311
3113 0202 1210 2222 3230 0323 1331 2303

Observe que Cgﬁ estd generado por los vectores 1012 y 0121. Asimismo, ya que € es un c6digo
casi-ciclico lineal de indice 2, entonces € es un cddigo casi-ciclico lineal de indice 2. Final-
mente, note que Gy no es un cédigo auto-dual, pues € # €', y que su peso minimo de Lee
es 0L (€j) = 4. Nétese ademds que € NE+ = {0000,2020,1331,3113,2222}, a diferencia de
los espacios vectoriales sobre los reales o los complejos, en donde € N6 es precisamente el
vector cero.

Ejemplo 1.2.5. Por la Proposicén 1.2.3, el cédigo dual del c6digo ZRM(2,4) desarrollado en
el Ejemplo 1.2.2 es un cdodigo casi-ciclico de indice 2 y longitud 8 sobre Zg. Més atn, ya
que ZRM(2,4) es lineal, entonces ZRM(2,4)" también lo es y, por lo tanto, podemos descri-
bir a ZRM(2,4)* en términos de sus generadores. Con la ayuda del programa computacional
MAGMA® v2.15-13 (Student Version) obtuvimos que ZRM (2,4)" esta generado por los vec-
tores gg = 11111111, g{ = 02020202, g5 = 00220022, g3 = 00002222. Usando argumentos
similares a los del Ejemplo 1.2.2, es facil verificar que ZRM(2,4)" tiene 32 vectores. El peso
minimo de Lee del c6digo ZRM (2,4)" es 8.

Existe una manera natural de identificar a los elementos de R” con los elementos del anillo
R[x]/(x" —v), donde y € U(R). Esta identificacion es conocida como la representacion polino-
mial de R" y estd determinada por el R-isomorfismo (de R-mddulos)

P:R"— R[x]/{(x"—7)
definido como
A= (ag,ai,...,an-1) — P(A) =ap+arx+ -+ +a,_ 1 X"+ (x"—y).

Con esta definicion en mente, es claro que en el anillo R[x]/(x" — ¥), la multiplicacién
(x+ (x* —¥))P(A) corresponde al corrimiento y-ciclico de A € R". Habitualmente, un c6di-
g0 % C R" también suele ser identificado con el conjunto P(%¢) = {P(A) : A € €}, por lo que
hablaremos indistintamente de un cédigo y-ciclico (o sus elementos) y de su representacion
polinomial.

La demostracién del siguiente resultado es similar a su homoélogo sobre campos finitos [7,
27,38,44,45].

Proposicion 1.2.6. Un codigo € de longitud n > 1 sobre el anillo R es y-ciclico lineal siy solo
si P(€) es un ideal del anillo R[x|/(x" — 7).
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Una construccion explicita de los ideales del anillo Z11[x]/(x" —7), cuando n es impar, serd
realizada en la siguiente seccion y estard basada en las construcciones observadas en [30,54,55].
Esta informacion sera utilizada para contruir ejemplos de codigos y-ciclicos que ilustren los
resultados obtenidos en este manuscrito.

1.3. Cédigos consta-ciclicos lineales sobre Z,.:

n esta seccion estudiaremos una forma de construir cddigos consta-ciclicos lineales de lon-

En est tud f d t d t 1 1 lesdel

gitud n impar sobre Zoi+1. El método que emplearemos serd construir cédigos ciclicos lineales
itud n k+1 ué u 6di ~cicli i

de longitud n sobre 7Z, después demostraremos que los cédigos y-ciclicos de la misma

ongitud sobre Z,r+1 pueden ser obtenidos como imagenes del siguiente isomorfismo de anillos

1 tud sobre Z, d btenid del t fi d 1

Mg - Z2k+l [X]/<xn - 1> — sz'*'1 [x]/<xn - }’)

dado por
Al) + & = 1) = A(Bx) + (X" =),

donde " = 7! en Zi1 y A(Bx) significa reemplazar x por Bx en el polinomio A(x). Esta
técnica es una generalizacion de la que se empled en [54,55] para la construccion de codigos
negaciclicos de longitud impar sobre Z4. Vale la pena mencionar que la restricciéon sobre la
longitud del cédigo se debe principalmente a dos razones: (1) La factorizacién de x"” — 1 sobre
Zsi+1[x] como producto de polinomios ménicos bdsicos irreducibles y primos relativos por pa-
rejas, es tnica ([30, Corolario 2.6]), mientras que para el caso med(n,2) # 1 tal factorizacién
no se da; (2) para n impar, el elemento 8 siempre existe y es tnico, mientras que para el caso
mcd(n,2) # 1 no siempre existe, y cuando existe no es tnico [28]. Por ejemplo, el polinomio
x* — 1 se factoriza como un producto de polinomios irreducibles sobre Z4 de las siguientes
formas:

Hol=(x—Dx+DE+1)=x—Dx—Dx*+2x—1)
= (x+Dx+1)>+2x—1)

Note que, a diferencia del caso n impar, los polinomios (x> + 1), (x2 + 2x — 1) no son bdsicos
irreducibles. De este modo, la factorizacién de x* — 1 no necesariamente se da como un producto
de polinomios bésicos irreducibles. Por otra parte, si Y= — 1, entonces Y~ ! = —1 =3 en Z4. Pero
en Z4, no existe una unidad B tal que [34 = 3 (todas las unidades en Z,4 son de orden 2). Por lo
tanto, cédigos ciclicos no pueden relacionarse con cddigos negaciclicos mediante la aplicacion
Hg. Sin emabrgo, en la descripcion de los codigos ciclicos de longitud par (tambien llamados
en la literatura como cddigos de raices repetidas) como ideales en el anillo Zyii1 [x]/(x" — 1) se

ha hecho uso de otras ideas (cf. [1,8,9,12,13,15,31,37,46]).
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1.3.1. Cédigos ciclicos lineales sobre Z,+1

En este apartado restringiremos los resultados presentados en [30] al caso p = 2. En [30] se
investiga una forma de construir a los ideales del anillo Z [x]/(x" — 1), donde p es un primo y
n un entero tal que med(p,n) = 1. (Note que en consecuencia esto nos proporciona una técnica
para construir codigos ciclicos de longitud n sobre Z 1 ). Estos resultados fueron generalizados
en [14], el cual puede ser una referencia alternativa a [30]. Para construcciones de cddigos
ciclicos sobre campos finitos (por ejemplo [,) el lector puede consultar [7,27,38,44,45].

Recordemos que a cada elemento de Z7,,, se le asocia de manera bitinivoca un polinomio
en Zoii1[x]/(x" — 1) via la representacion polinomial definida como

P:(ag,ay,...,an—1) > ag+ay+ -+ ay_ X + (" —1),

y que un cédigo ¢ C Z7,,, es ciclico lineal si y s6lo si P(¢) es un ideal en Zi1 [x]/{x" — 1).
Por lo tanto, para construir todos los cédigos ciclicos lineales de longitud n sobre Z1, basta
construir todos los ideales del anillo Z,+1 [x]/(x" — 1).

En [30] se presenta un método sistemdtico para construir los ideales del anillo cociente
Zoii1[x]/ (X" —1). En términos generales, la idea consiste en obtener una factorizacion de x* — 1
como un producto de polinomios moénicos, bésicos ireeducibles y coprimos (Corolario 1.1.2),
digamos x* — 1 = a;(x) - - -a,(x), y entonces distribuir sin repeticion estos r factores en k 42 ca-
sillas denominadas fy,. .., fx+1, con la condicidn de que si alguna casilla queda vacia, entonces
se le asigna un uno. De este modo, se tiene que x" — 1 = fy- - fi+1. Consecuentemente los po-
linomios f; dividen a x — 1y, por lo tanto, tiene sentido construir los polinomios f; = x" — 1/ f;
y ;= fi+ (x" —1). Asi, es claro que I = (F},2F,...,2¥F1) es un ideal de Zovi [x]/(x* — 1).

Lo que no es inmediato es que todo ideal de dicho anillo pueda ser construido de esa forma.
De este modo, la aportacion de [30] fue demostrar que eso es posible.

Teorema 1.3.1 ([30, Teorema 3.4]). Sea n > 1 un entero impar e I C Zyii1[x]/(x" — 1) un ideal.
Entonces existe una tinica coleccion fy, f1,..., fr+1 de polinomios (posiblemente algunos de

ellos iguales al polinomio constante uno) monicos y coprimos tales que fofi--- frr1 =x"—1e
1= (F,2F,,...,2"F;1). Ademds, |I| = 25, donde S = YX_o(k+1—i)gr(fis1).

Mis atn, en [30, Corolario 3.6] se demuestra que el ideal 1 = <f1,2f2, ... ,2k1~{k:1> es gene-
rado por el polinomio

F=F+2B+...+2%F
y, por lo tanto, el anillo Z,:1[x]/(x" — 1) es de ideales principales.

Ya que la coleccmn de polmomlos fi es tnica, también lo son los F,. Esto nos permlte llamar
a los polinomios Fy,25, ..., 2k Fk+ | los generadores del cédigo ciclico lineal € = P~1(I), y al
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polinomio F = F+2B+...+ 2kfk:1 el polinomio generador de €. A partir de este punto,
usaremos la siguiente notacion para expresar, respectivamente, estos términos:

€ =(F,2F,...,2F.,), € =(F).

[lustremos el Teorema 1.3.1 con los enteros k =3 y n =7 . Con la ayuda del programa
computacional MAGMA® V2.15-13 (Student Version), calculamos la factorizacién de x” — 1
sobre Z6[x] como un producto de polinomios ménicos, basicos irreducibles y coprimos:

x'—1= ay(x)az(x)az(x),

donde a1 (x) = x+ 15, ax(x) = x> + 6x% +5x + 15 y a3(x) = x> + 11x*> 4+ 10x 4 15. Con el fin de
simplificar la notacidn, en lo sucesivo usaremos a los polinomios de grado a lo més n — 1 para
representar a sus correspondientes clases laterales en Zyi1 [x]/(x" — 1).

Ejemplo 1.3.2. Sean

fo=ai(x)ax(x), fi=a3(x), fo=1, fz=1, fa=1L (1.1)

Entonces

fo=as(x), Ai=a@a®), h=f=h=a@aEaeak)=x" -1,
lo cual implica que en Z,s[x]/{x” — 1) se tiene

Fro=a(x), F=a(Xa(k), B=FB=F=0.

En consecuencia, tenemos que
€ = <I?1,21?2,221?3,23E> = <ﬁ> = (a1(¥)az(x)) = (x* +58° + 1582 +10x+ 1)

es un c6digo ciclico lineal de longitud 7 sobre Z;¢ cuya cardinalidad es 25, donde S estd dado
por la férmula S = /=3 (4 +i)gr(fi+1). Sustituyendo se obtiene que S = 12. Por lo tanto, % es
un cédigo ciclico de cardinalidad es 2'? generado por los polinomios 1?1,0,0,0. El polinomio
generador de % es en este caso I:“\l

Ejemplo 1.3.3. Continuando con la misma notacién de la factorizacién de x” — 1, sean ahora

fo=ailx), fi=akx), fH=1, fi=ak), fa=1

Entonces

~

fo=a@a(x), fi=a@akx), H=x—1, fH=a(x)al), fi=x—1.
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Por lo tanto, en Z,4[x]/{x” — 1) se tiene que
Fo=a()as(x), F=a(x)ax), FH=0, F=a(x)a(x), F=0.

Asi,
¢ = (F,20,225,2°F ) = (F,2°F) = (@ (¥)as (x), 4a1 (x)ax (1))

es un c6digo ciclico lineal de longitud 7 sobre Z1¢ y cardinalidad 22, Explicitamente, los gene-
radores del c6digo % son aj (x)az(x) = x* +10x> 4 15x% + 5x 4 1 y 4ay (x)az (x) = 4x* 4+ 4x> +
12x? 4+ 8x + 4. En consecuencia, el polinomio generador de ¢ es

F = a(x)a3(x) +4a; (x)as (x) = 5x° 4 14x> 4+ 11x% 4 13x + 5.

1.3.2. Cédigos 7-ciclicos lineales sobre Z i+

Recordemos que por la Proposicion 1.2.2, los cédigos y-ciclicos lineales de longitud n so-
bre Z,i+1, donde ¥ es una unidad en Zo+1, estdn en correspondencia biyectiva, por medio de
la representacion polinomial, con los ideales del anillo Zy1[x]/(x" — 7). Para el caso de c6-
digos negaciclicos (Y = —1) ya existen resultados que describen una técnica para calcular a
todos los ideales del anillo R[x]/(x" 4 1), donde n es impar y R es un anillo finito de cadena
[14]. (Si n es par, también se tienen descripciones para esta clase de codigos [1, 8, 13, 14,37]).
Siendo Zok+1 un anillo de cadena, la misma técnica puede ser aplicada para calcular todos los
ideales de Zy11[x]/(x" + 1) y, consecuentemente, todos los cédigos negaciclicos. Sin embargo,
no conocemos algin trabajo que proporcione una técnica para calcular los ideales del anillo
Zoii1[x]/ (X" —7), donde y # 1,—1. En esta seccién demostraremos que cuando n es impar es
posible describir a los ideales de Z+1[x]/(x" — y) a partir de los resultados de la seccién ante-
rior. El método que presentaremos es una generalizacion de la que aparece en [14,54,55].

Antes de proceder con el principal objetivo de este apartado, necesitamos algunos conceptos
y resultados que son comunes en la Teoria de Niimeros. Estos pueden ser consultados, por
ejemplo, en [28]. Recordemos que dado y € U(Z,i+1) y n > 1 un entero, se le llama raiz n-
ésima de y a todo elemento ) € U(Zyi+1) tal que n” = y. Para el caso n impar, la existencia de
las raices n-€simas estd garantizada por el siguiente resultado.

Lema 1.3.4 ([28, Proposicion 4.4.2]). Sean k > 2 un entero'y y € U(Zy+1). Entonces para todo
entero impar n > 1 existe una unica raiz n-ésima de .

Note que si ¥ es una unidad en Z,+1, entonces y~! también es una unidad y por lo tanto, el
Lema 1.3.4 implica lo siguiente:

Corolario 1.3.5. Para todo k > 1, v € U(Zyu+1) y entero impar n > 1, existe un tinico B en
U(Zoyis1) tal que B" =y~ en L.
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La siguiente aportacion establece que los cédigos y-ciclicos de longitud impar estan estre-
chamente ligados a los cédigos ciclicos de la misma longitud.

Lema 1.3.6. Sean k,n > 1 enteros con n impar. Considere y € U(Zy+1) y sea B la raiz n-ésima
de y~1. Definamos

Mg - Z2k+l [X]/<xn - 1> — Z2k+1 [x]/<xn - }’)

A) + " =1) = A(Bx) + " = 7).

Entonces g es un isomorfismo de anillos y, por lo tanto, un subconjunto I de Zoi+1[x]/(x" — 1)
es un ideal si 'y solo si ug(I) es un ideal en Zo+1[x]/(x" — ). En particular, |I| = |ug(I)|.

Demostracion. Ya que en esencia la accién de pg consiste en evaluar A(x) en fx, se sigue que
Mg es un homomorfismo. Asi, unicamente demostraremos que Ug esta bien definido. Argumen-
tos similares muestran la inyectividad de esta aplicacion y, por lo tanto, la biyectividad. Supon-
gamos que A(x) + (x" — 1) = B(x) + (x" — 1). Entonces existe un polinomio H (x) € Z,1[x] tal
que en Zqyii1[x]

A(x) = B(x) = (x" = 1)H (x)

Sustituyendo x por Bx en la expresién anterior obtenemos

A(Bx)—B(Bx) = (B"x" — )H(Bx) = v (x" — 7)H (Bx).

Por lo tanto, A(Bx) — B(Bx) € (x" — ) y asi, ug estd bien definido. Como consecuencia de la
inyectividad de ug, los ideales I'y g (1) tienen la misma cardinalidad. 0

En [30, Corolario 3.3] se demostré que el nimero de ideales de Zyi+1 [x]/(x" — 1) es (k+2)",
donde r es el nimero de factores en la factorizacién de x” — 1 como un producto de polinomios
monicos, bésicos irreducibles y coprimos. (Siendo n impar, el nimero de factores en dicha
factorizacion es unico y, por lo tanto, no existe ambigiiedad en la cantidad (k +2)"). Conse-
cuentemente, por el Lema 1.3.6, tenemos el siguiente:

Corolario 1.3.7. Siguiendo con la notacion del Lema 1.3.6, el niimero de ideales en el anillo
Loi1[x]/(x" —7) es (k+2)", donde r es el niimero de factores en la factorizacion de x" — 1
como un producto de polinomios monicos, bdsicos irreducibles y coprimos.

Como segundo punto importante mostraremos cémo recuperar la factorizacion de x" — y
en Zoi+1[x] a partir de una factorizacién de x" — 1. Recuerde que dado un polinomio a(x) con
coeficientes en Zy1, escribimos a(fBx) para entender que hemos sustituido x por Bx en la
expresion de a(x).
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Lema 1.3.8. Sean n > 1 un entero impar, Y € U(Zyi+1) y B la raiz n-ésima de YL Seax"—1=
ay(x) - - - ay(x) una factorizacion de x* — 1 como un producto de polinomios ménicos y coprimos.
Defina

bi(x) = B8 @Wa;(Bx),  1<i<r
Entonces x" —y = by (x) - - - b;(x) es una factorizacion de x" —y como un producto de polinomios

ménicos 'y coprimos. Ademds, si los polinomios a;(x) son bdsicos irreducibles, entonces también
lo son los polinomios bi(x), 1 <i<r.

Demostracion. Sustituyendo x por Bx en la factorizacién de x" — 1 obtenemos

ai(Bx)--ar(Bx) = (Bx)" —1=p"" 1=y ¥"~ 1.

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por Y = " obtenemos

B~"ai(Bx)---a,(Bx) =

Dado que los polinomios ;(x) son ménicos, basicos irrreducibles y coprimos, entonces es facil
verificar que los polinomios b;(x) también tienen esas propiedades. Ademds, ya que
1 8r(ai(x)) = n se sigue que by (x)---by(x) =x"—7. N

Recuerde que si y € U (Z2k+l )Y f

x) e
remos f ( )=&"—v)/f(x)y ( )=f ( )+ (x" — 7). La demostracién del siguiente resultado
depende del Teorema 1.3.1.

€ Zoi+1[x] divide al polinomio x" — 7, entonces escribi-

Teorema 1.3.9. Sean n > 1 un entero impary ¥, 3 € U(Zy+1) tales que " =y~ 1. Supongamos
que J es un ideal de Zy1[x|/{x" —y). Entonces existe una vinica coleccion go,g1,...,8k+1
de polinomios (posiblemente algunos de ellos iguales al polinomio constante 1) monicos y

=25 donde

coprimos tales que gog1 - grkr1 =X"—YyyJ = <6\1,2@,...,2k(/;k:).
S=Yk (k+1—i)gr(gi1).

Demostracion. Sea l = g 1(J). Entonces, se sigue del Lema 1.3.6 que / es un ideal del anillo

Zois1[x]/{(x" — 1). Por lo tanto, existe una tnica coleccién fo, f1,..., fx+1 de polinomios (posi-
blemente algunos de ellos iguales al polinomio constante 1) los cuales son monicos, coprimos
y son tales que fofi - fir =¥ — 1 e I = (F,2B,...,2Fcy1). Sea gilx) = B~¢U0) f(Bx),
0 <i<k+ 1. Entonces por el Lema 1.3.8, los polinomios 8i son monicos, cOprimos y su pro-
ducto es igual a x" — y. Por otro lado, aplicando yg al = (F1 2F2, 52 Fk+1> obtenemos

J=ug(D) = (ug(F),2up(F), ..., 2" g (1))

Como consecuencia de que 3 es una unidad se tiene que

= (B g (), 2B~ P g (By), ..., 2485 et g (Fe ).
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Ahora, afirmamos que @i = B8 (ﬁ)uﬁ (131) Para este fin, nétese que para todo 0 <i < k-+1,
tenemos que
o k+1
Gi=g()+"=n= [l ¢@+" -7
J=0,j#i

Sustituyendo g;(x) = B8 i) f i(Bx) en el producto del lado derecho de la ecuacion anterior y
simplificindolo obtenemos

R k+1 k+1
G,-=< I1 ﬁ”“f’)( I1 f,-(ﬁx>+<x”—y>)

j=0,j#i j=0,j#i

T
Zﬁgr(ﬁ)< ﬁ fj(ﬁX)+<X"—Y>>-

J=0,j#i

Dado que
Fi(Bx)+ " =) = pg (fi(x) + (¥ = 1))

podemos sustituir en la expresion de é,- y usar que fg es un isomorfismo de anillos (Lema 1.3.6)
para conseguir

N s - k+1
Gi=p &t ( IT #p (fit0)+ ("~ 1))) = B8 g ( [T fi)+&" - 1>> :
J=0,j#i J=0,j#i

de donde la afirmacion se sigue al recordar que

ket _ _
[T /i) + " =1)=fil) + (" = 1) = Fi(x).

j=0.j#i

Finalmente, por el Lema 1.3.6, la cardinalidad de J = 1% (I) coincide con la cardinalidad de I.
Asi, |J] =25, donde S = Y*_(k-+1—i)gr(fir1). Dado que gr(f;) = gr(g:), la prueba estd ahora
completa. [

Recuerde que si / es un ideal del anillo Zy1[x]/(x" — 1), entonces I es generado por
F=FR+2F++2F,

donde 1?1,21?2, e ,2"1@ son los generadores del cédigo ciclico 4 = P~!(I) y P es la repre-
sentacion polinomial de ng .1 Consecuentemente, el isomorfismo

Hp : Lo [x]/ (X" — 1) = Zoer[x] /(X" — 7)
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definido en el Lema 1.3.6 implica que Z1[x]/(x" — 7) es un anillo de ideales principales. Si
J = ug(I), entonces es facil verificar que

J = (up(F)) = {p(F) +2u5(F) + -+ 21 (Fir ).

y también,

= (ug(F),2up(F), ... 2 g (Fiiy))
= (B W g (F), 2B P g (B),... 288 et g (Fpy))
- <é\1726\27 cee 72ka+1>7

donde G; = B~ gr(f ﬁ( ;). Siguiendo la demostracién del Corolario 3.6 de [30], es fécil ver
que
J=(G1+2Gy+-+25Giy1).

En lo sucesivo, llamaremos a G = G1 + 2G2 42k Gk+ 1 el polinomio generador del codigo

y—cwlzco P~1(J), y alos polinomios G1 262, .,2kGy 1, los generadores del cédigo y-ciclico
€ = P~1(J). Asimismo, a partir de este punto, usaremos la siguiente notacién para expresar
(respectivamente) a estos términos:

¢ =(G1,2Gy,...,.2%Grr1), € =(G).

Observe que los polinomios 6,- del Teorema 1.3.9 dependen de los factores g; y, que por otra
parte, fueron obtenidos directamente de los polinomios F;, los cuales también estdn en funcién
de la factorizacion de x" — 1 sobre Zy+1[x]. Ya que los polinomios g; estdn definidos a partir de
los factores f; de x" — 1, podemos simplificar los cdlculos de los generadores y del polinomio
generador de un cédigo y-ciclico en el siguiente sentido:

Corolario 1.3.10. Con la notacion de los Teoremas 1.3.1y 1.3.9, para calcular a los generado-
res G1,2Go, ... ,2KGy | basta reemplazar el factor f;+ (x" — 1) por g+ (X" — ) en la expresion
de F;.

Demostracion. En la demostracion del Teorema 1.3.9 probamos que G = B ~er(f ( i). Asi,
el Corolario 1.3.10 es consecuencia inmediata de este hecho. L]

A continuacion presentamos algunos ejemplos que ilustran el Lema 1.3.8, el Teorema 1.3.9
y el Corolario 1.3.10. Recuerde que con el fin de simplificar la notacidn, usaremos a los polino-
mios de grado a lo mds n — 1 en Z,1 [x] para representar a sus correspondientes clases laterales
en el anillo Z11[x]/(x" — 7). De nuevo, todos los célculos han sido realizados con la ayuda del
programa computacional MAGMA® V2.15-13 (Student Version).
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Ejemplo 1.3.11. Sean k = 3, n = 7. Recordemos que la factorizacién de x’ — 1 sobre Zg][x]
como un producto de polinomios ménicos, basicos irreducibles y coprimos es:

x'—1= ay(x)az(x)az(x),

donde a1 (x) =x+15, az(x) = x> + 6x> +5x+ 15, a3(x) = x> + 11x> + 10x+ 15. Sea y =9 € Zs.
Entonces es facil verificar que Y™' =9 en Z;¢ y que B = 9 es el tinico elemento de Z ¢ tal que
B7 = vy~!. Por lo tanto,

bi(x) =9 'uo(a1(x)) =971 (9x+15) =x+7,
by(x) =9 3o (az(x)) = 972(93x +6(9%x?) +5(9x) + 15) = x> + 6x% + 5x+ 7,
b3(x) =9 3 ug(az(x)) =973 (9% + 11(9%x%) +10(9x) + 15) = x> + 3x% + 10x + 7.

De este modo, por el Lema 1.3.8, la factorizacién de x’ — 9 sobre Z4[x] como un producto de
polinomios moénicos, bésicos irreducibles y coprimos es:

x" =9 =b(x)by(x)b3(x) = (x+7) (x> +6x% +5x4+7) (x> +3x* + 10x + 7).

Ahora ejemplificaremos como obtener codigos 9-ciclicos de longitud 7 sobre Z;¢ a partir de
codigos ciclicos.

Ejemplo 1.3.12. De los Ejemplos 1.3.2 y 1.3.3 sabemos que los conjuntos 6 = (a; (x)az(x)) y
¢, = (aj(x)az(x),4a;(x)az(x)), son cédigos ciclicos lineales de longitud 7 sobre Z;¢, donde

a1(x) =x+15, ay(x) =x+6x> +5x+15, az(x) =x> + 11x* + 10x+ 15.

Las cardinalidades de €] y %> son, respectivamente, 2'2 y 2°4. Por el Lema 1.3.6 (tomando =9
y B =9) tenemos que Z; = Uo(P(61)) y Z» = Uo(P(%>)) son ideales en Zyg[x]/(x” —9), y que
por la Proposicion 1.2.6, estos ideales corresponden a codigos 9-ciclicos lineales de longitud
7 sobre Zi¢. Ahora, por el Corolario 1.3.10, para encontrar los generadores de ¥ y %, basta
sustituir f; por g; en los generadores de 4| y %,, o de forma equivalente, reemplazar a; por b;.
Por lo tanto,

D = b1(0)ba(x)) Yy Da=(bi(x)b3(x),4b1(x)b2(x)),
donde b1 (x) y by(x) son como en el Ejemplo 1.3.11. Explicitamente, by (x)by(x) = x* + 13x> +
15x2 4+ 10x + 1, by (x)b3(x) = x* + 10x> + 15x% + 13x+ 1 y 4b1 (x)by(x) = 4x* +4x> + 122 +
8x + 4. Claramente, el polinomio generador de ; es by (x)by(x) y el polinomio generador de
Dy es G = by (x)b3(x) 4+ 4b1 (x)by(x) = 5x* +14x3 + 11x* 4+ 5x + 5.

Como podemos notar, la técnica que hemos presentado en esta seccion facilita el cdlculo de
los cddigos y-ciclicos a partir de los codigos ciclicos. Sin embargo, si observamos con detalle,
esta técnica depende de calcular eficientemente la raiz n-ésima de la unidad 7! (a la cual
denotamos como f). Cuando los enteros k y n son pequefios, es posible que no sea dificil
calcular tal raiz n-ésima. Por el contrario, el problema se puede complicar si al menos uno
de los enteros k o n es relativamente “grande”. El tema de la siguiente subseccion consiste en
minimizar los esfuerzos para calcular la raiz n-ésima y~!.
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1.3.3. Raices n-ésimas en 1+ (24— 1)

En la presente subseccion, daremos una técnica prictica y sencilla para calcular la raiz
n-ésima de y~!, donde y es un elemento en 1+ (2¥=1) = {1,142k 11 42k 1 4 2k=1 42k
y n es un entero impar. Para lograr este prop6sito, primero necesitamos conocer la estructura
algebraica del conjunto 1+ (2¢~1). Recuerde que (2¢~!) denota al ideal en Z.1 generado por
2k=1,

Proposicién 1.3.13. Para todo k > 2, el conjunto 1+ (25=1) es un subgrupo de U(Zyi:1).
Si k > 3 entonces 1+ <2k_]) es un grupo ciclico generado por 8 = 1+ 2%\ En tal caso,
E=1+2kys =1+3.2k1

Demostracion. Por definicién, 1 € 1+ (2¥71). Sean @ = 1 +x,b = 1 +y con x,y € (2k°1),
Entonces ab = 1 +x+y+xy, y dado que (2~ 1) es un ideal, x +y+xy € (2¥~1). Asi, ab € 1 +
(21 y, por lo tanto, 1+ (2%~} es multiplicativamente cerrado. Para demostrar la existencia
del inverso, sea o € 1+ (25~1) fijo. Defina 7y : 14 (24=1) — 14 (2¥=1) como u — otu. Debido
a que o es una unidad, 7, es una biyeccién y, por lo tanto, existe x € 14 (2~ 1) tal que ax = 1
cn Z2k+l .

Si k=2, entonces U(Zg) =1+ (2) ={1,3,5,7} es un grupo en el que todos sus elementos son
de orden 2. En consecuencia, U(Zg) no es un grupo ciclico. Por otra parte, si k > 3, entonces
es facil verificar que (14212 =142k en Zok+1. Ya que para todo k > 1, 1+ 2K+1 s una
unidad de orden 2, podemos concluir que 1+2*~! es de orden 4. Consecuentemente, 14 (2~ 1)
es ciclico. No es dificil verificar que, si §; = 1 +2%!, entonces 612 =142y 613 =96, I —
143.2+1 O

La técnica eficiente para calcular la raiz n-ésima de Y~ ! resulta del siguiente andlisis. Sean
n, k enteros tales que n > 1 es impar y k > 2. Usando el algoritmo de la divisién en Z, podemos
expresar n = 4q + ng, donde 0 < ny < 3. Note que como n es impar, ng también lo es y por lo
tanto, ng € U(Z4). De este modo, existe ny € U(Zq4) tal que non; = 1 (en Zy).

Sea y € 1+ (2k=1). Afirmamos que 1 = y™ € U(Zyy+1) es la Gnica raiz n-ésima de y. En
efecto, N = (y™M)" = Y"1 = yramtnom — y4maynont — v donde la tltima igualdad se debe a
que Y pertenece a un grupo de orden 4 y non; = 1 en Zy.

Ahora, por el Corolario 1.3.5, B = 7! es la dnica raiz n-ésima de y~!. Ya que —n; = 3n;

en Z4, tenemos una expresién alternativa para 3, esta es, B = y>™1. Analicemos los datos con
mds detalle, recordemos que ng € {1,3} = U(Z4). Si np = 1, entonces n; = 1 y por lo tanto
B =7v¥ = o3, Sing =3, entonces n; =3y B = y>" = 7. Por lo tanto, basta fijarnos en el
residuo ng para determinar por completo a f3.

En resumen, hemos demostrado la siguiente Proposicion, en la que n = np (méd 4) indica
que ng es el residuo que resulta al dividir n entre 4.
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Proposicién 1.3.14. Sea n > 1 un entero imparyy € 14 (2¥=1), donde k > 2. Entonces la tinica
raiz n-ésima de Y~ estd dada por las relaciones

B Y3, sin=1 (méd 4)
1y sin=3 (mdd 4)

En particular, observe que B € 1+ (2F=1),

Por ejemplo, seank=3,n=7y y=9. Entonces n =3 (méd 4) y por lo tanto, B =y=9es
la rafz séptima de Y~ = 9 en Z 4. Observe que estos cilculos coinciden con los que se usaron
en los Ejemplos 1.3.11y 1.3.12.

1.4. Acerca de los pesos homogéneos

Notemos que, en particular, el Corolario 1.3.5 establece que el niimero de cédigos y-ciclicos
lineales de longitud n impar sobre Z+1 es el mismo que el de codigos ciclicos. Ademds, el Le-
ma 1.3.6 garantiza que los cédigos y-ciclicos de longitud n sobre Z,i+1 no tienen mds elementos
que los cddigos ciclicos. Aunado a esta serie de hechos, en esta secciéon demostraremos que los
codigos 7y-ciclicos “lineales” tienen los mismos pesos homogéneos que los cédigos ciclicos.
Para este fin, introduciremos el siguiente Z,x+i-automorfismo sobre Z7, .

Dado n > 1 un entero impar, una unidad ¥ € U(Zy+1) y B la (Unica) raiz n-ésima de y~!,
definimos la aplicacién ﬁﬁ P Loy — Ly, COMO

2 i n—1
(ap,ai,az,...,an—1) — (ao,Bay,Baz,...,.B'ai,....B" "an—1).

Para el caso particular y = —1 € Zy4, tenemos que, para todo entero n impar, f = —1 € Zy y,
por lo tanto, la funcién
[.’171 : Z — ZZ

estd dada por la relacion

(ag,a1,az, ..., an—1) = (ap,—ai,az,...,(—a;,...,(—1)" 'a,_1),
la cual coincide con la aplicacion gt que se introdujo en [54, Proposicién 3.7]. De igual modo
que en [54], se sigue de las definiciones de la representacion polinomial Py de los isomorfismos
Hp 'y ﬁ/; que el siguiente diagrama es conmutativo:

-1
T/ —1) %

n
2k+1

Hp Hp

Lo [x] /(" = 1)
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Como consecuencia inmediata de este hecho se tiene el siguiente resultado.
Lema 1.4.1. Sean n,y, B como antes. Entonces un cédigo lineal € C Ly, es ciclico si'y solo

si ug(€) es un cédigo y-ciclico.

Recordemos que hemos definido el peso homogéneo @y, : Zyi+1 — Z como la aplicacion
dada por la siguiente regla de asignacion:

0, sia=0
wp,(a) = } 2%, sia =2k
k=1 S1a € Ligk+1 \ZkZZkJrl

El siguiente Lema afirma que el peso homogéneo de un elemento x € Z,«+1 no cambia si a x lo
multiplicamos por una unidad del anillo Z+:.

Lema 1.4.2. Sean n > 1 un entero 'y u € U(Zyi+1). Entonces para todo x € Zny1 se tiene que
@y (x) = @y (ux).

Demostracion. Claramente si x = 0, la afirmacién del Lema 1.4.2 es vélida. Si x = 2% y
u = 1+2d, donde d € Zy+1, entonces ux = x. Asi que @,(2*+!) = @,(2**'u). Finalmente,
Si X € Zos1 \ 2KZoi11, entonces tenemos que demostrar que también ux € Zoir1 \ 28Zos1. Pro-
cediendo por contradiccién, supongamos que ux € (2%) = {0,2%} y ux # 0. (Si ux = 0, siendo u
una unidad, necesariamente se tendria que x = 0, lo cual nos conduce al caso trivial.) Entonces
ux = 2% y, pensando a los elementos u, x y 2¥ como enteros, se tiene que 2* divide a x pues u es
impar. Asi x es un miltiplo de 2%, 1o cual implica que x € 2"sz+1 , contradiciendo la eleccion de
x. De este modo x € Zy+1 \ 2¥Z,i+1 implica que ux € Zyr1 \ 2¥Zyi11, es decir, @y, (x) = @y (ux).
Esto finaliza la prueba. [

Con esta herramienta a la mano, es posible demostrar que sobre el anillo Zy+1 los codigos
ciclicos lineales y los codigos y-ciclicos lineales tienen los mismos pesos homogéneos.

Teorema 1.4.3. Sean n,y y B como antes. Si € C Ly es un codigo ciclico lineal y ¢ € €,
entonces oy,(c) = 0,(Ug(c)). En particular, ay,(€) = w,(g(C)).

Demostracion. Seac = (co,cy,...,cn—1) € €. Entonces ﬁﬁ (c) = (co,Bet,...,B" tcn1). Sien-

do B una unidad en Z,i1, se sigue del Lema 1.4.2 que @y, (B'c;) = @y (c;) paratodo 0 <i<n—1.
Consecuentemente

n—1 n—1
Wh(c) = ;) wy(ci) = ;) oy (Bler) = on(Hig(c)),

como queriamos demostrar. [
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Hasta este momento hemos demostrado que sobre Z,+1, los cédigos y-ciclicos de longitud
impar tienen los mismos pardmetros (cardinalidad y peso homogéneo) que los cédigos ciclicos
de la misma longitud. En consecuencia, basta encontrar los pardmetros de los cédigos ciclicos
para conocer los pardmetros de los correspondientes codigos y-ciclicos.

Por otra parte, se viene a la mente una pregunta muy natural: ;qué ventaja tienen los codigos
Y-ciclicos sobre los cddigos ciclicos? Seguramente el lector puede encontrar varias ventajas en
las aplicaciones practicas o incluso en su riqueza matemdtica. Pero entre todas estas razones, la
siguiente es de nuestro particular interés. Como se verd en el Capitulo 4 de este manuscrito, si
¢ es un codigo ciclico de longitud n sobre Zy y ¢ : Zj — IF%" es la isometria de Gray, entonces
¢ (%) es un c6digo casi-ciclico de indice 2 y longitud 2n sobre ;. Por otro lado, en [54,55] se
demostré que cuando % es un cdigo negaciclico de longitud n sobre Z4, entonces ¢ (%) es un
cddigo ciclico de longitud 2n sobre [F,. Para relacionar estos dos resultados, recuerde que en la
Seccidn 1.3 demostramos que los cddigos ciclicos lineales y los c6digos negaciclicos lineales de
longitud impar estdn relacionados biunivocamente mediante el isomorfismo y_. Esto permite
demostrar ([54,55]) que si € es c6digo ciclico de longitud n (impar) sobre Z4, entonces ¢ (%) es
un cddigo ciclico binario de longitud 2n, lo cual (para muchos) es una propiedad més elegante
que la de casi-ciclicidad debido, entre otras cosas, a sus aplicaciones practicas. Por lo tanto,
codigos consta-ciclicos pueden ser usados para construir cddigos ciclicos como imagenes bajo
la isometria de Gray. Esta aplicacion tedrica de los cddigos consta-ciclicos, en particular de los
codigos negaciclicos, ha tenido entre sus consecuencias inmediatas la construccién de cédigos
ciclicos binarios no lineales que mejoran los parametros de algunos cédigos ciclicos lineales
de longitud 2n sobre [F». Cabe mencionar que esta serie de implicaciones han sido parte de la
motivacion de la presente investigacion.



Capitulo 2

4 n
Isometrias sobre 77,

El propdsito de este capitulo se compone de dos partes. Primero, analizaremos

. ., . , k
la definicién de la isometrfa de Gray @ : (Z),;,6,) — (F3™,8y) propuesta
. . . k—1
en [21]. Segundo, definiremos la isometria ¢ : (Z;,,01) — (Z3 ", 68.) que
resultard ser permutacién-equivalente a la funcién @* expuesta en [51,52]. Las
ventajas de la definicién de ¢ son las siguientes: permite investigar una nueva
propiedad que generaliza a las que se examinaron para @ en la Proposiciones
3.1de[51]y 4,7 de[52]. Asimismo, permite establecer de manera natural su
relacién con la isometria @ de Gray; lo que derivard en la obtencién de nuevas
identidades para esa isometria.

2.1. La isometria de Gray sobre Z7J, ,

Uno de los propdsitos béasicos de un cédigo es detectar y corregir los errores que ocurren
cuando la informacioén es transmitida a través de un canal de comunicacidn. Para esta finalidad,
los cédigos lineales tienen mucha ventaja sobre los c6digos no lineales pues, debido a la riqueza
de su estructura matemadtica, se tienen descripciones bastante practicas de ellos. Sin embargo,
si fijamos una longitud y queremos construir un cddigo que tenga la mayor cantidad posible
de elementos que estén a una distancia fija, en muchos casos terminamos construyendo un
c6digo no lineal. Por ejemplo, los c6digos de Nodstrom-Robinson, Kerdock, Preparata, Goet-
hals y Delsarte-Goethals, son familias de c6digos binarios no lineales que tienen mayor cardi-
nalidad que cualquier cddigo lineal comparable con éstos [27, 38].

Entre las familias de c6digos no lineales antes mencionadas, destacan los codigos de Ker-
dock y Preparata ya que tienen la propiedad de ser formalmente duales, es decir, aunque estos
c6digos no son lineales, la distribucién de pesos! de uno estd tinicamente determinada por la
distribucién de pesos del otro a través de las identidades de MacWilliams [27,38]. Una de las
principales preguntas relacionadas con estos c6digos y que se mantuvo vigente durante varios
afios fue: ;los codigos de Kerdock y Preparata son duales en un sentido mas algebraico? Es-
ta pregunta originé una serie de investigaciones que intentaban explicar tal fendmeno, aunque
sin mucho éxito. En 1994, Hammons et al. [23] descubrieron que los cédigos de Kerdock y
Preparata estdn relacionados con cédigos lineales sobre Z4. Esta conexidn fue establecida via la
isometrfa de Gray ¢ : (Z},8.) — (F2", 8y), donde &, y &y son las distancias de Lee y Hamming,

ILa distribucién de pesos de un cédigo de longitud 7 especifica el niimero de vectores de peso 0, 1,...,n que
tiene el cddigo.

25
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2k+1

respectivamente. Mediante la isometria de Gray, los cédigos de Kerdock y Preparata fueron des-
critos como imdgenes de esta funcidn de cddigos ciclicos lineales extendidos sobre Zy4, con la
propiedad de que uno es el dual del otro —en el sentido usual pues estos codigos son lineales en
Z4—. De este modo, se dio una explicacion satisfactoria para el fendmeno de las distribuciones
de pesos de los cédigos de Kerdock y Preparata.

En el proceso de este descubrimiento, se encontrd que los cédigos de Nodstrom-Robinson,
Goethals, Delsarte-Goethals, algunos cédigos de Reed-Muller y de Hamming extendidos, tam-
bién estan relacionados con cédigos lineales sobre Zy.

Desde entonces la isometria de Gray ha sido generalizada y ampliamente estudiada en dife-
rentes contextos y para distintos propésitos [11,21,23,33,51,52, 54,55]. Principalmente, esto
se ha dado en conexién con los cédigos ciclicos y, de manera mas general, con algunos cédigos
consta-ciclicos sobre anillos finitos. Entre las aportaciones mads relevantes que se han originado
con estos trabajos, destaca la construccion de codigos Optimos (lineales o no) sobre campos fi-
nitos como imagenes de esta isometria de c6digos lineales sobre anillos finitos, principalmente
anillos finitos cuyo campo residual sea el de los nimeros binarios, por ejemplo, el anillo Z+1.

En este apartado, seguiremos los métodos empleados en [21] para definir la isometria de

Gray sobre el anillo Zy+1 y luego extender esta definicién al caso @ : (Zf;,,01) — (F%k”, On ).
Asimismo, demostraremos que P es permutacion-equivalente a las isometrias de Gray propues-
tas en [11,51,52]. La conexién de ® con cédigos sobre el anillo Z,+1 serd realizada en los
Capitulos 4, 5 y 6, donde expondremos los resultados mds importantes de este trabajo.

2.1.1.  Una base del cédigo binario de Reed-Muller de primer orden

Sean Y = (yij) y Z = (ziy) matrices de tamafio m x n y p X ¢, respectivamente, con en-
tradas en un anillo asociativo R. Recordemos que el producto de Kronecker de Y y Z, el cual
denotaremos por ¥ ® Z, es definido como la matriz de tamafio mp x nq dada por

ynZ -yl
Y®RZ= :
ymIZ yng

Con base a esta definicion es facil ver que este producto, en general, no es conmutativo y que
satisface las siguientes propiedades bésicas:

XQY+2)=XQY+X®Z,

X+Y)QRZ=XQRZ+YRZ,
(Y)RZ=Y®(0Z)=a(Y®Z), VYacR

XRY)®Z=X2(Y®2Z),
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donde la suma esté definida para matrices del mismo tamafio. Para mas detalles, el lector puede
consultar [26].

Seanu = (0,1),v=(1,1) y k> 1 un entero. Por medio del producto de Kronecker definimos
una familia de vectores cf-‘ € sz, 0 <i <k, de la siguiente manera:

c’ézu@cij =URVRIVR - KV,
N —
k—1
k _ k—1 _
] =vRcy, =rvQuURYR---Qv,
N——
k—2

Cl/i—l =v®c£:£:v®v®--~®v®u,
k—1
k _ k—1 __
CL=VRC_|=rRQvR- - -QVRV,
k

donde acordamos que c8 =1 € F,. Como podemos notar, estas expresiones son las mismas que
aparecen en la definicion de los vectores ¢; introducidos en [21], en donde estos vectores fueron
definidos sobre cualquier campo finito. Aqui, hemos restringido sus definiciones al caso [, y
las hemos presentado de manera recursiva. Por tal razén, dado que la longitud de los vectores
cambia de acuerdo al nimero de iteracién, hemos incluido un superindice k que indica el espacio

. 2k
ambiente [F5 en el que se encuentran estos vectores.
Ya que u = (0,1) y v=(1,1), se sigue de la definicién del producto de Kronecker que los

vectores cﬁ-‘, 0 <i < k—1, estdn formados por la concatenacion de 2i+1 vectores de la forma
(Dk—(i+1) ¥ (0)g—(i+1) ubicados de manera alternada e iniciando siempre a la izquierda con

vector? (0) k—(i+1)- Por otro lado, como « no se encuentra involucrado en la expresion de c’,ﬁ, este
vector tiene todas sus coordenadas iguales a 1, es decir, ci = (1).

Los siguientes ejemplos nos ayudardn a entender la definicién de los vectores cﬁ-‘ .

Ejemplo 2.1.1. Con k = 1 tenemos lo siguiente:
ch=ud=ux1=u=(0,1),
cl=vad=vel=v=(1,1).

Si k = 2, entonces

G=uxcl=uxv=(0,0,1,1),
d=v®ci=veu=(0,1,0,1),
a=v®Rcl =vev=(1,1,1,1).

2Si u fuese tomado como el vector (1,0), entonces se iniciarfa siempre a la izquierda con vector (1) k—(i+1)-
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2k+1

Por otra parte, con kK = 3 obtenemos
ca=u®cs=uxvev=(0,0
c31' :v®c%=v®u®\/= (0,0,
a=veci=veveu= (0,1
a=veca=vavev=_1,1

Observe que en los tres casos presentados en el Ejemplo 2.1.1, los vectores ci.‘ son lineal-

mente independientes. Esto es afirmado en [21] y, a continuacidn, incluimos una demostracién
de este hecho para el caso binario.

Proposicion 2.1.2. Sea k > 1 un entero. Entonces los vectores cf, 0 <i <k, son linealmente
independientes sobre IF.

Demostracion. Claramente u y v son linealmente independientes sobre [F;. Procediendo ahora

por induccidn, supongamos que para algiun k > 1, los vectores c;‘ son linealmente independientes
sobre [F5. Sean oy, . .., 01 elementos de [F; tales que
k41 k41 k41 k41
oocg doneyT @y @ @ ogricir) = (0)gke, (2.1)

donde “@” denota la suma de vectores con coordenadas en [F,. Observemos que a partir de la
definicion recursiva de los vectores ci.‘“, se tiene que el lado izquierdo de la ecuacion (2.1) es
equivalente a lo siguiente:

(%(u@c@) ® <oc1 (v®c’5)> ® (az(v®c’f)> DD (ak+1(v®c§)) ,

y que ésta a su vez, por las propiedades del producto de Kronecker, corresponde a la expresion:

(u® (aocg)) @ <v® (oclc’(‘))> @ (v® (Otzc]f)> D@ (v® (akHc’,g)) . 2.2)
Ademds, notemos que u ® opck = ((0) | ctock) y que

k k k .
ve oy = (oici_jloici_y), 1<i<k,
donde “ | ” denota a la concatenacion de vectores definida en la Seccién 1.1. Por lo tanto, la
ecuacion (2.1) es verdadera si y sdlo si la expresion (2.2) es igual al vector (0),«+1. Pero si esto
sucede, entonces
k k
ey D Ggyicg = (0)k

y, por lo tanto, por hipétesis de induccion, o = -+ = 0441 = 0. Asi, (0)ox11 = ((0) | ctock), lo
cual sucede siy solo si oy = 0. [
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. . ., k
Como consecuencia de la Proposicion 2.1.2, para todo k > 1 los vectores c’(‘), . ,c’,§ € IF%

forman una base de un subespacio vectorial de F%k de dimension k+ 1, es decir, forman una base
de un [2¥,k 4 1] cédigo lineal sobre FF,. En lo siguiente demostraremos que este c6digo es el
cddigo de Reed-Muller de primer orden RM(1,k). Para este fin, se probard que la matriz H (k),
cuyo j-ésimo renglén es el vector c’J‘._l, es una matriz verificadora de paridad para el cédigo
binario de Hamming extendido. Entonces, ya que el cdigo RM(1,k) es el dual del cédigo de
Hamming extendido, se habrd demostrado que H es una matriz generadora de RM(1, k).

Dado k > 1, construya una matriz H' de tamafio k x 2k 1 cuyas columnas son los vectores
distintos del vector (0); de IFS Cualquier c6digo con una matriz verificadora de paridad definida
de esta forma es llamado un cddigo binario de Hamming de redundancia k, denotado 7 (k).
De este modo, diferentes matrices verificadoras de paridad pueden ser elegidas para diversos
propositos.

Sea #,(k), k > 1, el cédigo de longitud 2 obtenido de .7 (k) afiadiendo un digito verifica-
dor de paridad, es decir, 77 (k) es el codigo de Hamming extendido. Una matriz verificadora de
paridad para .77, (k) es de la forma ([27, Seccién 1.5.2] o bien [38, Capitulo 1, Seccién 9])

()

donde H’ es una matriz verificadora de paridad de 77 (k).

Por otro lado, ya que para todo 0 <i < k— 1, los vectores cif inician a la izquierda con un

cero, la matriz H (k) (cuyo j-ésimo renglon es el vector clj‘._l, 1 < j <k+1) puede ser escrita

de la siguiente manera:
0 G )
H(k) = k )
o=("

donde G es una matriz de tamafio k x 2 — 1. Afirmamos que G es una matriz verificadora de
paridad para 7 (k), es decir, afirmamos que todas las columnas de G son distintas. Para de-
mostrar esto, notemos que es suficiente probar que todas la columnas de H (k) son distintas. En
efecto, del Ejemplo 2.1.1 podemos notar que las columnas de H(1),H(2) y H(3) son distintas.
Asimismo, podemos notar que para todo k > 2 se tiene la siguiente construccién recursiva:

(0)pi1 (1o

H(k—1) H(k—1)

H(k) =

Esencialmente, esto se debe a que por definicion cf = u® {1 = ((0)ox1](1)51) y, para todo



30 2.1. La isometria de Gray sobre Z,

. . . k k—1 _ ¢ k—1| k—1 2
entero i tal que 1 <i <k, setiene que ¢; =v®c; | = (¢; | |c; ;). Asi,

c](‘) (0)pk—1 (1)gks
ot g O (D
Hk=| ~|= . _ = . @23)
: : : H(k—1) H(k—1)
k— k—
c Ck—i Ck i

Por lo tanto, un argumento inductivo sobre k demuestra que las columnas de H (k) son distintas.
En particular, esto implica que G es una matriz verificadora de paridad para ¢ (k), de donde
concluimos que H (k) es una matriz verificadora de paridad para 7%, (k). Consecuentemente, los
vectores cf.‘ forman una base para el cddigo de Reed-Muller de primer orden RM(1,k).

Otras alternativas para definir al c6digo RM(1, k) son por medio de las funciones booleanas
y de la construccion (u|u+ v) ([38, Capitulo 13]). De hecho, estas son las formas mds comu-
nes de introducirlos. Sin embargo, en este momento hemos decido presentarlo como el cédigo
ortogonal del c6digo de Hamming extendido, ya que este punto de vista simplifica (y simpli-
ficara hasta cierto punto) las demostraciones de algunos resultados que serdn presentados mas
adelante. No obstante, en la Seccién 4.3 de este trabajo, usaremos la contruccion (u|u+v) para
dar una definicion aternativa de los cédigos de Reed-Muller.

En el Capitulo 13 de [38] se estudian varias propiedades de RM(1,k), entre ellas su dis-
tribucion de pesos (de Hamming). En esta referencia se demuestra que todos los elementos de
RM(1,k), excepto (0),« y (1) tienen peso Hamming igual a 281,

Para cerrar la primera parte de esta seccion, enunciamos el siguiente lema que resume las
observaciones que hemos hecho hasta este momento. Mds adelante haremos referencia a este
resultado.

Lema 2.1.3. Para k > 1, los vectores c’é, .. ,c’,ﬁ € F%k forman una base del codigo de Reed-

Muller RM(1,k). Ademds, todos los elementos en RM(1,k), excepto (1) y (0)x, tienen peso
de Hamming igual a 2¥".

2.1.2.  Definicion de la isometria de Gray sobre Z i+
Sean k > 1 y z € Zy+1. Recuerde que z puede ser expresado de manera unica como

7= 10(2) +r1(2)2+ - + re(2)2%, donde ri(z) € {0,1}, 0 < i <k, y que a esta expresion le
hemos llamado la representacion 2-adica de z.

De igual forma que en [21], definimos la funcion de Gray ® : Zyri1 — F%k como

D(2) = ro(2)ch ®r1(2)ck @ - D ri(z)ch.
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2| n0@) | n@) | n@) | o) € F
0| 0 0 0 (0,0,0,0)
1| 1 0 0 (0,0,1,1)
21 0 1 0 (0,1,0,1)
30 1 1 0 (0,1,1,0)
41 0 0 1 (1,1,1,1)
50 1 0 1 (1,1,0,0)
6 0 1 1 (1,0,1,0)
71 1 1 1 (1,0,0,1)

Cuadro 2.1: Imagen de ®: Zg — F3.

Debido a que los vectores cf? son linealmente independientes, ® es una funcién inyectiva y, por
lo tanto, ®(Zox ;) = RM(1,k).

Veamos algunos ejemplos de la funcién de Gray.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos la situacién k = 1. La funcion ® : Z4 — F % estd dada por

D(z) = ro(z)eo ® 11 (2)e;
=r0(2)(0,1) &ri(z)(1,1)
= (1(2),r1(z) ©ro(2))-

Por lo cual, en este caso ® coincide con la definicion de la funcién de Gray ¢ : Z4 — IF% dada
n[11,23,54,55].

Ejemplo 2.1.5. Sea k =2, entonces P : Zg — IE“Zt es tal que

(2)cg @ ri(z)et B ra(z)cs
=r (z)(O 0,1,1)69r1( )(0,1,0 1)®r2( )(1,1,1,1)
= (r2(2),m2(2) ®r1(2),12(2) ©ro(z),12(2) © 11 (2) D 70(2))-

D(z) =ro(z

El Cuadro 2.1 describe explicitamente la imagen de & para este caso.

Otras alternativas para definir la funcién de Gray sobre Z,+1 han sido propuestas en [11,51,
52]. En particular, en [11, Proposicidn 4] se presentan condiciones necesarias y suficientes para
que un cédigo binario sea la imagen de la funcién de Gray (de manera abreviada, la imagen de
Gray) de un cédigo lineal sobre Zg. En los siguientes parrafos realizaremos una breve revision
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2k+1

a la definicion de la funcién de Gray dada en [11] y demostraremos que P es permutacion-
equivalente a funcion la propuesta en [11]. La definicién presentada en [51,52] serd analizada
en las siguientes secciones.

Sean k > 1,7 € Zowi1 y 2= ro(z) +71(2)2+ - - - + 1 (z)2F su representacién 2-adica. En [11]
se define la imagen de z bajo la funcién de Gray como la siguiente funcion booleana sobre Fg:

G(z) 1 (V0s- -, k1) > yoro(2) & -+ B yk—11%—1(2) D ri(2). 24)
De manera implicita, en esta definicidn se entiende que cada funcién booleana puede ser iden-
tificada de manera tnica con un vector en IF%k: supongamos que IF’; ={Yo,Y1.Y2,....Y0i_; },

entonces identificamos la funcién G(z) con el siguiente vector, al que llamamos la imagen y de
Gray de z,
¥() = (G (%), GRW), ... GR)(¥y_y) € F3

Es importante aclarar que se debe usar un mismo orden entre los elementos de IE"’; para identificar
a cada funcidén booleana con el vector binario y(z). En consecuencia, esta definicién depende
del orden que se le asigne a los elementos de IF’E y, al mismo tiempo, permite tomar cualquier
orden entre ellos. Sin embargo, es obvio de la definicién de y(z) que si consideramos otro orden
entre los elementos de IF% entonces las correspondientes imdgenes ¥ de Gray de z difieren por
una permutacion. Para ser mds precisos, la permutacion es aquella que lleva un orden al otro. De
este modo, la definicion de [11] da lugar a diferentes funciones de Gray que son permutacion-
equivalentes. (Recordemos que dos funciones f,g : R" — S, R, S anillos, son permutacién-
equivalentes si existe una permutacién t sobre I,, = {1,...,m} tal que para todo A € R" tenemos

que g(A) = 7(f(A)), donde 7 es la permutacién inducida por T sobre S™.)

A modo de ejemplo, se han escrito en el Cuadro 2.2 los vectores ¥(z), ¥'(z), con z € Zg,
considerando los siguientes ordenes:

YO:(070)7 le(l,O), Y2:(071)a Y3:(171)a

Y5 = (0,0), Y{=(0,1), Y; = (1,0), Ys=(1,1).
Claramente la permutaciéon 7 = (1 2) sobre el conjunto Iy = {0,1,2,3} de indices de los
vectores de F% lleva un orden al otro. Por lo tanto, la permutacién T sobre F‘z‘ inducida por T es
tal que y(z) = T(y/(z)). Mas atin, si comparamos el Cuadro 2.2 con el Cuadro 2.1, observamos

que para todo z € Zg, ®(z) = 7(y(z)) . Esto es, sobre Zg las funciones y y ® son permutacién-
equivalentes.

La libertad en el orden de los elementos de la definiciéon de ¥ nos permitird demostrar que,

. k . . .
tomando el orden adecuado, las funciones Y, ® : Zyii1 — ]F% son iguales, lo que en términos
generales quiere decir que Y y ® son funciones permutacidon-equivalentes. Para este fin, expre-
saremos las definiciones de ¥ y @ como un producto de matrices.

Recordemos que la funcién boolena G(z) dada en (2.4) estd definida como:

(Y0, -+ s Yk=1) = Yoro(z) @ - - D yk—17%—1(2) D 1x(2), 2€ Zoir1.
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2| r0(@) | r1(2) | nG) | viz) eF | v(z) € F4
ol 0 | 0 | 0 | (0,000 | (0,000
11 ] 0o | o | 0Lon | 0011
ol o | 1| o | ©0oLD | .10
301 1] 0o | 0LL0) | (0.1.1.0)
4l 0o | o | 1 | aLLh | L
511 o | 1| 1010 | 1,100
6l o | 1 | 1 | (11,00 | (1.0.1.0)
701 | 1 |1 | oo | (1000

Cuadro 2.2: Imagende yy v/

En términos mas algebraicos, G(z) puede ser escrita como un producto de matrices, con entradas
en [y, de tamafos 1 x (k+1) y (k+ 1) x 1. De manera mds precisa,

Yo
G(2)(Y) = ( ro(z) n1(z) mi(z)) :
Yk—1
1
Haciendo variar Y = (yp,...,yx_1) en todos los elementos de IF’; obtenemos

Yé Y]t oY

w(z)=(r) - r(z) n(@)) ( 1o g )’
donde Y/ significa el vector transpuesto de ¥;. Sea

Yyt yt ... yt!
F=( "0 "1 21 ),
( 1 1 ... 1 )

La libertad en el orden de la definicion de y(z) nos permite tomar ¥p = (0); € F5. Por lo tanto,

_ (O ¥ o Y
F—( el ), (2.5)

donde Y1,...Yyc_; € F5\ {(0)x}. En consecuencia, F es ahora una matriz verificadora de paridad
para el c6digo de Hamming extendido .77, (k). Todavia mas, podemos tomar Yp,..., Yy, tales
que F sea precisamente la matriz H (k) definida en la relacién (2.3).
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2k+1

. . P k
Para conectar lo anterior con la isometria de Gray @ : Z,is1 — 5 , basta observar que ®(z)
también puede ser expresada como un producto de matrices:

®(2) = ro(2)ch @ r1(2)c) @ D ri(2)cf
¥

=(r) - n@ )| :
cr

=(r0@) - nlz) ) H k).
En conclusién, la definicién de y coincide con la definicién de @ si los elementos de F5 son

ordenados de tal modo que la matriz F coincida con la matriz H (k). En términos generales, este
anadlisis conduce a la siguiente:

Proposicion 2.1.6. La funcion de Gray y definida en [11] y la isometria de Gray ® definida en
esta seccion son permutacion-equivalentes.

Demostracion. Se ha demostrado que para todo z € Z+1 se tiene que P(z) = y/(z) siempre que
la matriz F de la ecuacion (2.5) sea igual a la matriz H (k) dada en (2.3). Ahora, consideremos
otro orden en IE"E, digamos Fk = {X0,X1,..., Xox_, }. y sea

V' (z) = (G(2)(Xo),G(2) (X1), ..., G(2) (X ).

Sea p la permutacién sobre Iy = {0,1,...,2Fk — 1} tal que Xoiy =Y, 0<i< 2k _lyseapla

. k. .
permutacion sobre F% inducida por p. Entonces

D(2) = ¥(2) = (G(2) (1), G(z) (M), -, G(2) (Ve 1))
(G(2)(X5(0)), G(2)(X5(1)) -+, G (2) (Yp2x 1))
=p(G(2)(X0),G(2)(X1),...,G(z)(Xpx_1)),
=p(¥'(2)),
lo cual demuestra que @ y ¥ son permutacidon-equivalentes. 0

2.1.3. Definicién de la isometria de Gray sobre Ly

Con el propésito de construir cédigos sobre F, de longitud 2%n a partir de cédigos so-
bre Z,i+1 de longitud n, la definicién de la funcién de Gray es extendida al Z,i+1-mdédulo
ng +1. Usualmente esto es hecho coordenada a coordenada [11, 51, 52], es decir, para todo
Z=(20,.--,2n—1) € Zy+1, la imagen de Z bajo la funcién de Gray es

@'(2) = (P(z0)|.. . |P(z0-1)) € FE "
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Sin embargo, la definiciéon de la funcién de Gray que a continuacién presentaremos difiere
de este procedimiento usual. Més adelante demostraremos que ambas definiciones producen
funciones de Gray que son permutacion-equivalentes.

Recordemos que todo Z = (zo,...,2s—1) € Z%;,, puede ser escrito de manera Unica en su
representacion 2-adica:

Z=ry(Z2)+r(2)24 -+ r(2)2%, ri(Z) = (ri(z0),...,ri(za—1)) € F5.

De igual modo que en [21], definimos la funcion de Gray ® : 7., — F%k” de la siguiente

manera:

2k+

<MD=(%@m@ﬁ@(&@m@ﬁ@~@%i®m@0 VZETh. o (26)

donde “®” es el producto de Kronecker. Note que si n = 1, entonces ¢t @ ro(Z) = ro(Z)ck y, por
lo tanto, la definicién de @ sobre Z,+1 es un caso particular de la definicion dada en (2.6).

A continuacion presentamos dos ejemplos que ilustran la definicién de ® sobre Z7, ., .

Ejemplo 2.1.7. Seak=1yn > 1. Paratodo Z = (zo,...,2,—1) € Z tenemos que

<ma:(¢®m@9@<d®m@»
(01 Qro(Z )@((1,1)®r1(Z)>

= ((0)a|ro(2)) © (r1(Z)|r1(2))
= (r1(20),- -+ 71(zn-1),70(20) ®71(20), - - -, 70(20—-1) ®71(20-1)) -

Por lo tanto, para este caso, la definicion de ® coincide con la definicién de la funcion de Gray
O:Zi — IE‘%” presentada en [23, 54, 55]. Por tal razdn, sin temor a que exista alguna confusion,
emplearemos el simbolo ¢, en lugar de @, para denotar a la funcion de Gray de Zy a F %".
Por otra parte, observemos que, si ¢(Y) = ¢(Z), entonces r1(Y) =ri(Z) y rn(Y)®ro(Y) =
ri(Z) @ro(Z). Estas ecuaciones implican que Y = Z. Por lo tanto, la funcién ¢ es inyectiva.

Ejemplo 2.1.8. Sean k =2 yn > 1. La funcién ® : Zg — an estd dada por

®(2)=((0,0.1,)@n0(2)) & ((0,1,0,)@n (@) & ((1,1,1,1)@n(2)),
igualdad que al ser desarrollada da como resultado
D(Z) = (r2(2) [11(2) © 12(2) [ 10(Z) © 12(2) [ 0(Z) © 11(Z) D 12(2)).

Usando argumentos similares a los del Ejemplo 2.1.7, note que de la expresion anterior, se sigue
que @ : Zg — IF‘Z‘” es también inyectiva.
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La siguiente proposicidn establece formalmente la inyectividad de & observada en los Ejem-
plos 2.1.7y 2.1.8.

. os .. k
Proposicion 2.1.9. Para todos los enteros n,k > 1, la funcion de Gray ® : 23, — IF% " es
inyectiva.

Demostracion. La prueba es llevada a cabo por induccién sobre k. El caso k =1, n > 1, fue
probado en el Ejemplo 2.1.7. Ahora, supongamos que para algin k£ > 1 la afirmacion es cierta
para todo n > 1. Observemos que la accién de & sobre cualquier X € Z7,., puede ser escrita
como

o) = (wed)on) s (ved)en®)e e (ved)enaX).

Asimismo, observe que por las propiedades de asociatividad y distributividad del producto de
Kronecker, la expresion anterior es igual a la siguiente:

o) = (uo (feni) e (ve ((denE)e o donax))).

Por lo tanto, si ¥,Z € Z,,, son tales que ®(Y) = ®(Z), entonces

(honm)e-e(denam)=(den@)s e (don.@).

Ast, por hipétesis de induccion, obtenemos r;(Y) = r;j(Z) con 1 <i < k+ 1. Consecuentemente,
& @ry(Y) = k®@7r9(Z), 1o cual implica que ro(Y) = ro(Z). Por lo tanto, Y = Z. O

Otras propiedades de la funcién de Gray seran investigadas en la Seccion 2.3 de este ma-
nuscrito. El siguiente punto a tratar en este apartado es la relacion que existe entre la funcién de
Gray ® definida en (2.6) y la funcioén de Gray @' definida sobre el conjunto L4, coordenada a
coordenada.

Primero observemos que en general estas funciones son distintas. El caso mds sencillo para
ilustrar esto es sobre Z}. Del Ejemplo 2.1.7, sabemos que la funcién de Gray ¢ : Zj — F%” esta
dada para todo Z = (zp,...,2;,—1) cOmMoO

¢(Z) = (r1(z0),---,71(zn—1),70(20) B 71(20),- - -, 70(2n—1) B 71 (2n-1)) - (2.7)
Por otra parte, la funcién ¢’ : Z} — IE‘%” extendida coordenada a coordenada estd dada por
¢'(Z) = (r1(z0),70(20) ©71(20), - -, 71(z0—1),70(20—1) © 71 (20-1))- (2.8)

De aqui vemos que las funciones ¢ y ¢’ tienen reglas de asignacién distintas. (Por ejemplo,
si Z=(3,2,0) € Zi, entonces ¢(Z) = (1,1,0,0,1,0) mientras que ¢'(Z) = (1,0,1,1,0,0)).
Asimismo, de (2.7) y (2.8), notamos que cada coordenada del vector ¢ (Z) es una coordenada del
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vector ¢’(Z) ubicada en una posicién distinta. Por lo tanto, podemos inferir que estos vectores
difieren por una permutacion, lo cual implica que ¢ y ¢’ son permutacion-equivalentes. De

manera m4s precisa, sea T la permutacién sobre el conjunto I, = {0, ...,2n — 1} definida como
(012 - ¢ -+ n-1 n n+l n+2 -+ n+i - 2n-1 (2.9)
~\0 24 - 2 -~ 2n—-21 3 5 - 2i+1 - 2n—1 '

Entonces no es dificil verificar que ¢’ = To ¢, donde 7 es la permutacién sobre F%” inducida
por 7. Por ejemplo, si n = 3, entonces

5

5 Y

r_ 0123

~\0 2 41

y, si consideramos Z = (3,2,0) € Z3, entonces 7(¢(Z))) = (1,0,1,1,0,0), lo cual coincide con
¢'(Z). Esto no es una propiedad exclusiva de la isometria de Gray sobre Z] sino que también es

vélida para la funcion de Gray sobre Z7, .. Para este propésito, generalizamos la permutacion
7 dada en (2.9).

W B~

Seann > 1y k > 0 enteros. Sobre el conjunto /,,, definimos la permutacion 7 de la siguiente
manera. Sea e € I, y por medio del algoritmo de la division sobre los enteros, exprese a e como
e =in+ j,donde 0 < j < n— 1. Entonces definimos 7(e) = 25 +i.

Veamos algunos ejemplos de la permutacion 7.

Ejemplo 2.1.10. Sea k =0y n > 1. Entonces el dominio de la permutacién 7 es el conjunto
I,. Dado que al dividir cualquier elemento e € I, entre n, la parte entera es i = 0 y el residuo es
J = e, se tiene que T(e) = e. Esto implica que la permutacion 7 es la funcién identidad sobre 1,.

Ejemplo 2.1.11. Sea k > 1 y sea n = 1. Entonces la permutacion 7 actiia sobre el conjunto L.
Ya que n = 1, todo elemento e de I,x queda trivialmente expresado como e = el + 0, es decir,
i=ey j=0.Porlo tanto, de acuerdo a la definicién de 7, 7(e) = 2X(0) + e = e. Esto es, T es la
permutacion identidad sobre Iyk.

Ejemplo 2.1.12. Sea k =1 y sea n > 1 un entero. Entonces, para todo e € I, escrito como
e=in+j,0<j<n-—1,setiene que 7(e) = 2j+i. Siendo mds especificos, supongamos que
0 <e <n-—1, entonces e = On + e, lo cual implica que 7(e¢) = 2e. Supongamos ahora que
n<e<2n—1.Entonces e = ln+i, 0 <i<n—1,lo cual dice que 7(¢) = 2i+ 1. Con estas
observaciones, es claro que esta permutacion coincide con la permutacion de la relacién (2.9).

~ . ky . . . .

Sea 7 la permutacion sobre IF% " inducida por 7. Una forma sencilla de interpretar a la
permutacion T es mediante la transposicion de matrices. Para este fin, primero observemos que
las coordenadas del vector

2/(
a= (ao,al,...,an_l,an,...,azn_l,...7a(2k_1)n,...,azkn_l) eF3" (2.10)



38 2.1. La isometria de Gray sobre Z!

2k+1

pueden ser etiquetadas en 2¥ bloques de tamafio n obteniendo:
2kn
a= (ao,o, o5 A0n—1,01,05- -5l n—15- 5ok ] 0y -+ 7a2k71,n71) S IFZ (2.11)

y que a este tltimo vector le podemos asociar la siguiente matriz binaria de tamafio 28 x n :

ao,o ap1 -+ apj o agn—1
aio ajp cc0oarj o o Aaip—1
A=
aio a1 o ajj o dip—1
dok_1,0 GQok_11 °°° Gok_qpj *°° Qok_qp—]

Sea a, una coordenada del vector a con las coordenadas etiquetadas como en (2.10), es decir,
0 < e < 21— 1. Queremos determinar en qué renglén y en qué columna de la matriz A se
encuentra a,. Dado que la matriz A tiene n columnas, el residuo de la divisién de e entre n
nos indicard en qué columna se encuentra a., mientras que la parte entera de esta division,
nos indicard en qué renglén de A se encuentra a.. Esto es, sie =in+ j, donde 0 < j <n—1,
entonces la coordenada a, del vector a dado en (2.10) ha sido etiqueda como a; ; en el vector
a de la relacion (2.11), es decir, a, se encuentra en el renglén i y la columna j de la matriz A.
Consecuentemente, a, estd en la columna i y el renglén j de la matriz transpuesta de A.

Invirtiendo el proceso, a la matriz transpuesta de A, que escribimos a continuacion,

ao,o ao tU aio T QAxk_1,0
ao,1 S S T L I
t
Al = ,
ao,j O S B/ O
aon—1 Adip-1 - Gip—1 " Aok_q |

. k .
le asociamos el vector a’ € IF% " que se obtiene al concatenar (en orden) los renglones de A’, es
decir,

t
a = (61070, e ,a2k71707a0717. .. ’azkihl, e ,a()’n_l, e ,azkiLnil).

o bien, etiquetando de manera natural las coordenadas de a’, obtenemos que
t 2kn
a = (b(),bl, ceisbp_1,by, . a1, 7b(2k71)n’ e 7b2kn71> S IFZ

Claramente, a y a' difieren por una permutacién. Afirmamos que esta permutacién es 7. En
efecto, hemos senalado que la coordenada a, de a, 0 < e < 2kn — 1, es la entrada a;;j de la
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matriz A, donde e = in+ j, 0 < j < n— 1. Por la definicién de matriz transpuesta a;; es igual
a la coordenada q; ; de A’. Ya que la matriz A’ tiene 2k columnas, a j,i €sigual a la coordenda
by del vector @', donde f = j2k +i. Por lo tanto, f = 7(e). Ya que esto es vdlido para cualquier
coordenada de a, hemos demostrado que a’ = 7(a).

Ahora relacionemos a la permutacion T con la isometrias de Gray ©,d’ : Ly — F%k”.
Primero, recordemos que para todo Z = (29, ...,2,—1) € L),y se ha definido la funcion de Gray
@ como

D(Z) = cy@ro(Z) ®--- D ef @ ri(2),
donde 74(Z) = (ri(z0), .- -,7i(za—1)) € F% son tales que Z = ro(Z) +2r1(Z) + -+ +25r(Z) es 1a
representacion 2-adica de Z 'y c’(‘), . ,ci € F%k son los vectores definidos en la Seccion 2.1.1.
Para todo entero i, 0 < i < k, denotemos

k . k
i = (8,‘7(),8,"1,...,81-721(_]), Sl'd'EFz, 0<j<28—1.

Note que con la introduccion de esta notacion, la funcioén de Gray & queda expresada como

k k k
= (@ gi,Ori(Z)‘ @6}71}7(2)‘ e ‘ @81-721(_1}”,'(Z)> .
i=0 i=0 i=0

Asimismo, note que en la expresion anterior cada componente @;{:0 g, jri(Z) €s un vector en
3. De hecho,

k
@Si,jri (@&m 20) @81 ori(z1) @81 07i(zn—1 )
i=0

k . . . . . . o
Como antes, al vector ®(Z) € IF% " ]e asociamos la siguiente matriz binaria de tamafio 2% x n:

©¢&;ori(20) ©eori(z1) - D& ori(Ta-1)
& 17i(20) ©eri(z1) - ©&ari(Ta-1)
Mo(z) = : : : ’
DE; pk_1ril20) DEk_yrilz1) o BE x_yTi(Zn-1)

donde @g; jri(z;) significa GBf:OSi,jri(Zj), 0<j<2tk—1.
Por otro lado, recordemos que se ha definido
' (2) = (P(z0)|P(21)] - - [P(z0-1))-

Usando la misma notacién de los vectores c observemos que paracada j, 0 < j<n—1,1a
imagen de ® en cada coordenada del vector Z (z0,21,- - -,2n—1) puede ser escrita como

2k
(69%0% ) EB&M 2); @%k 1 Z1>€F2-
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2k+1

. k . .. .. . -

De manera andloga, al vector ®'(Z) € IF% " le asociamos la siguiente matriz binaria de tamafio
k.

nx 2%

Geiori(zo)  BEiari(zo) o BEx_17il20)
©egori(z1)  ®&ari(z1) o BEx_yri(21)
My (z) = : : .
D& ori(zn—1) DEori(zn—1) -+ DEp_1Ti(zn-1)

Claramente, Mgy (7) = M&)(Z), lo cual da una demostracién del siguiente resultado:

k . .
Teorema 2.1.13. Sean n,k > 1 enteros y ®, P : Loy — IF% " las funciones de Gray definidas
anteriormente. Entonces

P =Tod,

~ . kp . . . .
donde T es la permutacion sobre F% " inducida por la permutacion T previamente definida. En
particular, esto establece que las funciones de Gray ®' y ® son permutacion-equivalentes.

La funcién de Gray Y : Zoir1 — F%k definida en la Seccién 2.1.2 (e introducida en [11]),

. . k
es extendida a una funcién y : 27, — F% " coordenada a coordenada. Consecuentemente,
tenemos el siguiente:

. . k . .
Corolario 2.1.14. Las funciones de Gray Y, ® : L., — IF% " son permutacion-equivalentes.
Mds auin, si sobre Zsi+1 las funciones Yy ® son iguales, entonces sobre ng 11 ltenemos que

Y=70d.

Demostracion. Anteriormente demostramos que sobre Z,i1, Y = @ si consideramos que los
elementos de IF’; estan ordenados de manera adecuada. Esto implica, por el Teorema 2.1.13, que
sobre Zp,.,, Y = To®. Ahora, si ¥ no coincide con @ sobre Z 1, entonces por la Proposicién
2.1.6 existe una permutacién p tal que @ = p o y. Por lo tanto, para todo Z = (z9,...,2,—1) €n
Ly, tenemos que

(To@)(Z) = ((Pow)(z0)| - [(Pow)(zn-1)) =P (W(Z)),

donde p®" : F2'n 5 F27 es 1a permutacién definida como
(A(O)|---\A(”—1)> s (I’j (A(0)> |---|p <A(n—1)>> . AV ¢ F%k’o <j<n-—1.

Entonces ®(Z) = ((7) ™' 0 p®") w(Z)), lo que finaliza la prueba. O
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2.2. La isometria ¢ sobre 77, ,

En esta seccion definiremos una funcién @ : Zor1 — Zik_l y demostraremos que esta apli-
cacién es permutacién equivalente a la isometria @* introducida en [51,52] y, por lo tanto,
también ¢ serd una isometria. Asimismo, de igual forma que hemos hecho con la funcién de
Gray, extenderemos el dominio de ¢ al Zy1-médulo Z7, ,,, y estableceremos de manera natural
su relacion con la funcion de Gray @ definida en la Seccion 2.1.3. Esta relacion, enunciada en
el Lema 2.2.8, juega un papel central en nuestro trabajo ya que nos permitira relacionar codigos
de longitud n definidos sobre Z,i+1 con codigos de longitud 2k=1p sobre Zy, y a éstos, a través
de la isometria de Gray sobre Z4, con c6digos binarios de longitud 2%n. Ademds, esta relacién
nos dard la facultad de derivar propiedades de la funcién de Gray a partir de propiedades de la
funcién ¢.

2.2.1. Definicion de la isometria ¢ sobre Z,i

Inspirados en los trabajos [51] y [52], introducimos la siguiente definicién. Sean £ > 1 un
entero, 7 € Zow1 y 2 = r0(z) +7r1(2)2 + - - - + ¢ (2)2F 1a representacién 2-4dica de z. Definimos
la funcién @ : Zyi+1 — ZE‘H mediante la regla de asignacién

2 ro(R) T 42 [r (@) @ @ r(2)cks }]

donde los vectores ci-‘_l, 0 <i<k—1, son aquellos que fueron definidos en la Seccién 1.1.1.

— — — . k—1
Dado que ri(z)ci ' @ @ ri(z)ck 'y ro(z)ch ! pertenecen al espacio F3 , el vector
k—1 , ., L 1. .
@(z) € Z3  estd expresado en su representacion 2-ddica, es decir,

ro(¢(2)) = ¢}~ 1ro(2), r(9() =cg 'nR) e @ 1n(2),

lo cual ofrece una ventaja al momento de componer a ¢ con la funcién de Gray ¢ sobre Zj4.

Ejemplo 2.2.1. Recordemos que en la Seccion 2.1.1 hemos definido c8 =1y, por lo tanto, la
funcién @ : Z4 — 74 es igual a la funcién identidad. Por otro lado, la funcién @ : Z,; — Zﬁ estd
dada por

9(2) = ro(z)et +2[r1(2)eo ® ra(2)ey]
ro(z)(1,1) +2[r1(2)(0,1) & r2(2)(1,
= (ro(z) +2r2(2),r0(2) +2[r1(z) ® ra(

En el Cuadro 2.3 describimos la imagen de ¢ para este caso. Por otra parte, notemos que al
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2k+1

¢(z) € Z3
0,0)
(1,1)
(0,2)
(1,3)
(2,2)
(3,3)
(2,0)
3.1

N~—
~
—
—~
2
N~—
S
—~
2
N~—

~N O R W N = O N
S
'—‘O'—‘O'—‘O'—‘O/N\

— = OO = = O O

Cuadro 2.3: Imagen de ¢ : Zg — Z3

aplicar la funcién de Gray ¢ a ¢(z) obtenemos

¢(9(z)) = (0,1)@ro(@(z)) @ (1,1) @r1(9(2))
= (r(e(2) |r1(o(z)) @ro(@(2)))
= (r2(2),r1(2) ®r2(2),12(2) B r0(2),11(2) D12(2) D r0(2))-

Comparando esta ultima expresion con la férmula obtenida en el Ejemplo 2.1.5, vemos que para
todo z € Zg, ®(z) = (¢ 0 ¢)(2).

Ejemplo 2.2.2. La funcién ¢ : Zs — Zﬁ estd dada por

9(2) =r2(2)cg +2 [r1(2) g @ ra(2)ct @ r3(2)c3]
=ro(z)(1,1,1,1) +2[r1(2)(0,0,1,1) & r2(2)(0,1,0,1) & r3(2) (1, 1,1, 1)].
Dasarrollando la expresion de ¢(z) obtenemos la relacion
¢(2) =(ro(2) +2r3(2),70(2) +2[r2(2) ©13(2)],
ro(2) +2[r(2) @ r3(2)], r0(2) +2[r1(2) ® r2(2) © 13(2)]),
la cual nos serd ttil més adelante. Por otra parte, sin desarrollar la expresién de @(z), podemos
verificar facilmente que la aplicacion ¢ o @ : Zys — IF% resulta ser

(909)(2) = (v® [R5 ()t ®ri(2)c3]) @ (u@ro(2)c3) Yz € Lo

Por las propiedades de distributividad del producto de Kronecker, esta dltima expresion es pre-
cisamente
ro(2)ed @ r1(2)e] ®ra(2)e; B r3(z)ei = @(2),

y, por lo tanto, nuevamente hemos obtenido que ®(z) = (¢ o @)(z) para todo z € Zie.



43

1 n
2. Isometrias sobre Z7,

En los Ejemplos 2.2.1 y 2.2.2 notamos que ® = ¢ o ¢. Esta igualdad serd demostrada para
el caso general mds adelante (Lema 2.2.8, Seccién 2.2.2). El siguiente punto a tratar en esta
seccién es demostrar que la funcién ¢ es permutacién-equivalente a la isometria @* definida en
[51,52]. En ambos trabajos este concepto fue definido de la siguiente manera.

Sea k > 2 un entero y sea py : Zoki1 — F’E_l la funcién definida como

pi(z) = (ri-1(2), .-, 12(2),r1(2)), (2.12)

donde z = ro(z) +2r1(z) + - - - + 2¥r¢(2) es la representacion 2-4dica de z. Para cada entero i tal
que 0 <i< 2k=1_1 (es decir, i € Zyi-1) sea

of = (ry—2(i),....r1(i),ro(i)) € F5 ', (2.13)

donde i = ro(i) +2r1 (i) + - - - + 2K 2r,_, (i) estd escrito en su representacién 2-adica. Por medio
de la funcién py y los vectores a{‘, se definen las funciones gol." : Ligk+1 — L4 COMO:

0k(z) = rol2) +2 | re(2) @ (pul2)- af)|
donde “ - ” es el producto escalar usual sobre Fg_l. Finalmente, la funcién (pk : Lgirr — ZZH

es definida como
0" (2) = (95(2),- -, Ph1_, (2)).
Por completez, en [51,52] la aplicacion (p1 : Z4 — 7.4 es definida como la funcidn identidad.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.3. Sea k = 2, entonces p2(z) = r1(z), ¢ =0, a? =1y

95(2) =ro(z) +2[r2(2) ©0-r1(2)] = ro(2) +2r2(2),
97 (2) =r0(2) +2[r2(2) ® 1-11(2)] = ro(z) +2[r2(2) © 11 (2)].
Por lo tanto, ¢%(z) = (r0(z) 4+ 2r2(z), r0(z) + 2 [r2(z) ® r1(2)]). lo cual coincide con la funcién

Q: Ly — Zi del Ejemplo 2.2.1. Asi, a primera impresion, estas definiciones son exactamente
las mismas. Sin embargo, el siguiente ejemplo descarta esta sospecha.

Ejemplo 2.2.4. Sea k = 3. Dado que p3(z) = (r2(z),71(2)), o = (0,0), & = (0,1), o5 = (1,0),
o3 = (1,1), tenemos que
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2k+1

Por consiguiente,

(P3 (z) =(ro(z) +2r3(2),r0(2) + 2[r1(z) D r3(2)], r0(z) + 2 [r2(2) © r3(2)],
ro(z) +2[r1(z) & ra(z) @ r3(2)]).-

Comparando ¢>(z) con la funcién ¢(z) del Ejemplo 2.2.2 podemos constatar que las funciones
difieren en la segunda y en la tercera coordenada. Por lo tanto, si consideramos la permutacion
= (1 2), entonces ¢>(z) = @(¢(z)), donde @ es la permutacién sobre Zj inducida por o.
Esto implica que @ es permutacién-equivalente a ¢>. Por otra parte, analizando la definicién de
la funcién @3 notamos que al sustituir en la definicién de @3, p3(z) por p3(z) = (r1(z),72(z)),
obtenemos directamente que ¢> = ¢. Note que la diferencia entre p3 y p3 es precisamente la
permutacion . Esto presenta los indicios de lo que serd una prueba del caso general.

Con el propésito de probar que las funciones @ y @* son permutacién-equivalentes, a conti-
nuacién daremos una definicion alternativa de la matriz H (k) dada en la relacion (2.3). Primero
recordemos que los renglones de H (k) son los vectores cf, 0<i<k,yqueparatodo k> 2, esta
matriz puede ser obtenida de manera recursiva mediante la férmula

6
o | | @
|\ ER=1) HE=1)
ct

Para todo entero k > 2, sea ﬁik el transpuesto del vector Ocl-k, 0<i<2t—1 y considere la
matriz H' (k) de tamafio (k + 1) x 2¥ definida como

rk—1(0) g (1) - ”k—l(zz_l)
o (BB B Rt
U | OO ()
r0(0)  ro(1) - rp(2k—1)

1 1 1 1

Claramente, la primera columna de H’(k) tiene todas sus entradas iguales a 0, excepto en la
Gltima posicion, en donde aparece un 1. Ademds, es claro que la submatriz de H'(k) cuyas
columnas son los ﬁi", 1 <i<2%_—1,es una matriz verificadora de paridad del cédigo de Ham-
ming J7 (k). Asi, al igual que H (k), H' (k) es una matriz verificadora de paridad del cédigo de
Hamming extendido 77 (k). Mas aun, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.2.5. Para todo k > 2, H(k) = H' (k).
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Demostracion. Por induccion sobre k. Mediante cdlculos directos vemos que

H'(2) =

—_ O O
—_ = O
—_— O =

| 00
v | 00
1 1

—_ O = O

0
|
1
1

1
0
1
1

.—LO;—A_
—

y del Ejemplo 2.1.1 se sigue que H'(2) = H(2) y H'(3) = H(3). Supongamos ahora que las
matrices H (k) y H'(k) son idénticas, y demostremos que las matrices H'(k+ 1) y H(k+ 1)
también lo son. Por definicién

rk(O) rk(2k—1) rk(Zk) rk(Zk“—l)
rk—l(l) rk_1(2k—1) rk—l(zk) rk—1(2k+1_1)
PED= 0 o @ n@ o ne
r0(0) - rk=1) 25 - 2T 1)
1 1 1 1

ne(0) - (2 —1) r2Y ro(2KH1 —1)
H' (k) '

H'(k)

Observemos que si i € Zy1 es tal que 0 < i < 2k _ 1, entonces i puede ser considerado como
un elemento de Z,: y, por lo tanto, en su representacion 2-adica se tiene que (i) = 0. Por el
contrario, si 2K < j < 2kt1 _ 1 entonces en su representacion 2-adica, necesariamente, ry (i) = 1.
Consecuentemente,

01 (e )

H/(k+1):< B HK)

Por hipétesis de induccién, H' (k) = H (k), lo cual implica que H'(k+1) = H(k+1). O

Para relacionar el Lema 2.2.5 con las funciones ¢ y ¢, analicemos con mds detalle sus
definiciones. Si kK = 1, ambas funciones son la funcién identidad sobre Z,4. Asi, supondremos
que k > 2. Recordemos que para todo k > 2y todo z = ro(z) +2r1(z) + -+ + 251k (z) € Zoyes
expresado en su representacion 2-adica, se ha definido

o)== +2 @ @ on(d1].

Prestando mds atencion a la componente 71 (¢(z)) notamos que ésta puede ser interpretada como
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2k+1

un producto de matrices con entradas en el campo binario. De manera mds precisa,

n(9@) =n@c " & @ni(2)ci ) ®nlz)e |
1
1

k=2
Ck—l
k—1
=(n() re—1(z) r(z) Y)H(k—1)

Por lo tanto,

0(x)=ro(x)+2[( r(z) - rn-1(z) rlz) )H(k—1)].

Por otra parte, recordemos que para todo z = ro(z) +2r1(z) + - - +25rx(z) € Zoi11 expresado
en su representacion 2-4dica, se ha definido

0" (2) = (95(2), ..., P51, (2)),

donde py(z) y a{‘ han sido definidas en las relaciones (2.12) y (2.13). De nuevo, para cada entero
i,0<i<2k1_1, la componente r (q)k (z)) puede ser expresada como un producto escalar de
dos vectores en Fé:

r(942) = (pi(2)- o) &) = (pe()ine(2) ) - (1))

o de forma equivalente, como el producto de dos matrices binarias de tamafio 1 x ky k x 1,
respectivamente:

k(7)) = B
ri(9f(2) = ( re-1(z) ri(z) r(z) ) N

(Observemos que ¥ es la columna (i + 1) de H(k — 1).) Haciendo variar i en el conjunto
{0,...,2k"1 — 1}, obtenemos que

9'(2) = (@)1 +[( e-12) - n) nlz) JHE-1)].

Resumiendo, hasta este punto se han interpretado las definiciones de ¢ y @* de tal modo que
ahora escribimos

92 =r@ci 1 +2[( 1@ - rn2@ ) )HEk-1)]

y, dado que cl,jj = (1)px1,

o) =ro@)c 1+ [(nei(@) - ) nlz) )H(Ek-1)],



47

1 n
2. Isometrias sobre Z7,

de donde podemos notar que la dnica diferencia en estas definiciones es el orden en el que
aparecen las entradas r;(z) en las componentes r1(¢(z)) y r1(¢*(z)). La equivalencia entre las
funciones @ y @* serd consecuencia de esta diferencia en el orden, la cual estd modelada por la
siguiente permutacion.

Para todo entero k >3 e i = ro(i) +2r (i) + - +2¥"1r;_1 (i) € Zyi-1 escrito en su represen-
tacion 2-ddica, definimos la permutacion @ sobre el conjunto Zo—1 como

0(i) = re_a (i) 4+ 2r—3 (i) + - - + 25721 (i), (2.14)

Por completez, para k = 1,2 definimos a @ como la permutacién identidad. Por ejemplo, si
k=3, entonces ®(0) =0, (1) =2, w(2) =1y ®(3) = 3. Por lo tanto, ® = (1  2) y note que
esta es la misma permutacion que aparece en el Ejemplo 2.2.4.

. . ~ ., k—1 . . .
En el siguiente resultado, @ denota a la permutacién sobre Zﬁ inducida por , es decir,

o : (ag,...,an-1_)— (aw(o),...,aw(qu,lo .

. k—1
Teorema 2.2.6. Para todo entero k > 1, las funciones @, @~ : Ligir1 —> Zi son tales que

¢ = oo gk

En particular, esto afirma que @ y @* son permutacién-equivalentes.

Demostracién. Sik= 1, entonces @, ' y o son la funcién identidad sobre Z4. Si k = 2, enton-
ces del Ejemplo 2.2.4 sabemos que @ y ¢ son las mismas funciones. Dado que para k = 2 se
ha definido @ como la permutacion identidad, la proposicion se tiene. Supongamos que k > 3y

sea hj la i-ésima columna de H(k— 1), 1 <i < 2%~!. Entonces 1! = (r_5(i), ..., r1(i),70(i), 1),
donde i = ro(i) + 2r1 (i) + - - - +2K"2r4_»(i) est4 escrito en su representacién 2-adica. De aqui

htw(l) - (I’l(i), s 7rk—2(i)’r0(i)’ 1)
Sea ¢(z) = (ao, - --,a-1_1) y ©(z) = (bg,...,by-1_,). Esto implica que

ai—1=ro(z) + [(rl(i)w">rk72(i)7r0(i)7 1) hﬂ

bi_1= I"()(Z)+ [(rkfz(l'),...,rl(i),ro(i), 1) hi] :

Observemos que si invertimos el orden de las primeras kK — 1 coordenadas del vector binario
(r1(i),...,re—2(i),ro(i), 1), entonces tenemos que invertir el orden de las primeras k — 1 coor-
denadas de A para que el producto escalar de estos vectores no se vea afectado. Pero invertir el
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orden en las primeras k — 1 coordenadas de A} da lugar a h’w(i). Por lo tanto,

ai—1 =ro(z) +2[(r1(i),...,rk—2(i),ro(i), 1) - h]
= 10(2) 2 (2 (i) 11 (1), 70 0), 1) iy |
:bw(i—l)-

Esto demuestra que ¢(z) = @(¢X(z)), para todo z € Zoks1. O

Una de las principales implicaciones que tiene el Teorema 2.2.6 y, quizds, una de las pro-
piedades mds interesantes de la funcién @ es la siguiente.

. . k=1 .
Corolario 2.2.7. Para todo entero k > 1, la funcion ¢ : (Zys1,8,) — (Z3 ,8L) es una isome-
tria, donde 0y, y Oy son la distancia homogénea y la distancia de Lee, respectivamente.

Demostracion. En la Proposicion 2.4 de [51] (y también la seccién 2.4 de [52]) se demuestra
que la funcién @* : (Zy:1,8,) — (Zﬁki1 ,Or) es una isometria. Ya que por el Teorema 2.2.6, la
funcién ¢ es permutacién equivalente a la funcién ¢F, el resultado se sigue. [

Observacion. El concepto de isometria es condierado como aquella funcién entre dos espacios
métricos que preserva las distancias. Formalmente, si X,Y son dos conjuntos no vacios y d :
X xX = NU{0}, dy: Y xY — NU{0} son métricas®, entonces una isometria entre X y ¥
es una funcién 7 : X — Y tal que para todo par (xj,x;) € X X X, se tiene que dj(xj,xp) =
dy(I(x1),1(x2)).

Finalmente, debemos mencionar que la permutaciéon @ definida en la relacién (2.14) es
andloga a la permutacion que relaciona a un polinomio con su polinomio reciproco. La impor-
tancia de esta permutacion radica en el estudio de los cddigos ciclicos lineales sobre campos
finitos ([27, 38, 45]). Para ser mds precisos, sea [ un campo finito de caracteristica p > 2y
n > 1 un entero primo relativo a p. Mediante la identificacién polinomial de los vectores de
F" con polinomios en el anillo R, = F[x]/(x" — 1), los cddigos ciclicos lineales de longitud
n sobre F corresponden a ideales en el anillo R,. Ya que F[x| es un dominio de ideales prin-
cipales, el anillo R, también lo es. Por lo tanto, un cédigo ciclico %, visto como un ideal
en el anillo R,, tiene un polinomio generador g(x) + (x" — 1). Como €+, el cédigo dual de
¢, es también un cédigo ciclico lineal, existe un polinomio f(x)+ (x" — 1) que lo genera
(como ideal de R,). Si g(x) = ap +ajx+---+a,_1x"~', entonces ([27, Teorema 4.2.7]) los
coeficientes de f(x) son los mismos que los de g(x) pero escritos en orden inverso. Esto es,
f(x) = an_1 +ay_2x+---+apx""'. Al polinomio f(x) se le llama el polinomio reciproco de
g(x). La analogia de la permutacién @ con la aplicacién que calcula el polinomio reciproco de
g(x) es ahora clara.

3Esto hace que (X,d;) y (Y,d,) sean espacios métricos.
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2.2.2. Definicién de la isometria ¢ sobre ZJ, .,

Con el fin de relacionar codigos de longitud n sobre Z,k+1 con codigos de longitud 2k=1p
sobre Za, el dominio de la isometria ¢ es extendido al conjunto Z7,,,. Una forma sencilla y
natural de hacer esto es coordenada a coordenada, es decir, para cualesquiera enteros n,k > 1y
cualquier Z = (2, ...,2n-1) € Z;,,, se define ¢'(Z) como

¢'(Z) = (9(z0)| -~ |P(za—1)) €ZF . 2.15)

Como veremos mds adelante, en la Proposicion 2.2.10, una ventaja de esta definicién es que
permite demostrar de manera facil que la funcién ¢’ es una isometria. Sin embargo, si queremos
relacionar de manera natural a la funcién de Gray & con la definicién que se pretende dar de ¢
sobre Z,,, la funcion ¢’ no es la mas adecuada (esto serd ilustrado en el ejemplo 2.2.8). Por tal
motivo, introducimos la siguiente alternativa para extender la definicion de ¢ al conjunto ng e

n

: : A .7n 2k=1p
Si+1 definimos la funcion ¢ = 77, — Zj

Sean k,n > 1 enteros arbitrarios. Para todo Z € 7Z
como

0(2) =i ton@) +2[ (& on@) oo (den@)]. 2.16)

Note que si n = 1, entonces la relacion (2.16) se reduce a la definicion de @ sobre Zoi+1, y si
k =1, entonces @ es la funcion identidad sobre Zj. Asimismo, note que esta forma de extender
a ¢ nos da la ventaja de conocer inmediatamente cudl es la representacion 2-adica del vector

¢©(Z) pues, dado que los vectores cij ®@r(Z)y (c’(‘)’l ®r (Z)) SPRERNCS (cij ®rk(Z)> son

k—1 , .
elementos de IE‘% ", el vector @(Z) estd escrito de tal forma que

n(9(2) ==l @n(2), n(e2) = (den@) oo (djon@),

es decir, la definicion de ¢(Z) estd dada en términos de su representacion 2-adica. De igual
modo, note que dos claras desventajas de la definicién de ¢ son que no es evidente si esta
funcién es una isometria, y tampoco es obvio si @’ y ¢ son permutacién-equivalentes. Por lo
tanto, en lo que sigue tendremos en mente ambas definiciones y aprovecharemos las bondades
de cada una de ellas.

Antes de dar a conocer los principales resultados de este apartado, veamos un ejemplo que
ilustre las definiciones de estas funciones.
Ejemplo 2.2.8. Sean k=n=2yseaZ = (z9,21) € Z;. Ya que ¢} = uy ¢} = v, tenemos que
¢(Z)=ver(Z)+2[u@rn(2) o (ven(2)].

De forma desarrollada, la expresion anterior es igual a la siguiente

©(Z) = (ro(z0) +2r2(z20),r0(z1) +2r2(21),
r0(z0) +2(r1(z0) ®r2(20)), 70(21) +2(r1(z1) D r2(21)))-
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Ahora, del Ejemplo 2.2.1 vemos que

¢'(Z) = (ro(z0) +2r2(20),70(20) +2(r1(20) ® r2(20)),
ro(z1) +2r2(z1),70(21) +2(r1(z1) © r2(21)))-

Por lo tanto, note que ¢(Z) difiere de ¢’(Z). Sin embargo, si consideramos la permutacién
7= (1 2),entonces ¢'(Z) = 7(¢(Z)), donde 7 es la permutacién sobre Z$ inducida por 7. En
particular, esto quiere decir que @ y @’ son permutacién-equivalentes. Por otro lado, sea ¢ la
isometria de Gray definida sobre Zj. Entonces al aplicar ¢ a ¢(Z) obtenemos que

(pop)(2)=ux(ver(Z)ephe(uern(Z))®(ver(Z)))]
= ((0,0,1,1)®ro(Z2)) ®((0,0,1,1)@r1(2)) D ((1,1,1,1) @ (Z)),

de donde notamos que ®(Z) = (¢ o @)(Z) # (¢ o ¢')(Z) 1o cual, de acuerdo al Ejemplo 2.1.8,
coincide con ®(Z). En contraste, al aplicar ¢ a ¢’(z) obtenemos

(000" )(Z) = (r2(20),r1(z0) ®r2(20),2(21), r1(21) B r2(z1)),
ro(z0) ®r2(z0),r0(z0) ® r1(z0) @ 12(20),r0(21) B r2(z1),r0(21) B ri(z1) B r2(z1)))

lo cual no deriva en una relacién directa con ®(Z). Por lo tanto, la funcién ¢ tiene la ventaja
que (¢ o ¢)(Z) = P(Z). Esta es la relacion natural que mencionamos anteriormente.

En el Ejemplo 2.2.8 quedaron en claro dos situaciones particulares. Primero, las funciones
¢ y @' son equivalentes y segundo, existe una coneccién natural entre las isometrias de Gray
®, ¢ y la funcién ¢@. Estos dos temas son los que a continuacién desarrollaremos para el caso
general.

Sean k > 0, n > 1 enteros y recuerde que sobre el conjunto /5, se ha definido la permutacion
7 de la siguiente manera: para todo e € I, escrito (con el algoritmo de la division en los enteros)
delaformae=in+j,0< j<n-—1,se define 7(e) = j2k 4.

La demostracion del siguiente resultado es similar a la del Teorema 2.1.13 y, por lo tanto, la
omitimos.

o oz, . k—1
Proposicion 2.2.9. Sean n,k > 1 enteros. Entonces las funciones @', : Ly — Zi " son
permutacion-equivalentes. De manera mds especifica,

¢'(2)=(T09)(2), VZELyu

donde 7 es la permutacion sobre L1, definida como t(e) = i e=in+j,0<j<n—1.

En vista de la Proposicién 2.2.9, basta probar que una de las funciones ¢ o ¢’ es una iso-
metria para que la otra lo sea. Para este punto usaremos la definicién de ¢’. Una demostracion
directa de que @ es una isometria se presenta en el Apéndice B.
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Proposicién 2.2.10. La funcién @' : (ngﬂ : 5h> - (Z}f”", 5L) dada en (2.15) es una isome-
tria.

Demostracion. Sean Y = (yo,...,Yn-1) ¥ Z = (20,---,2n—1) dos elementos de L3y~ Supon-

gamos que ¢'(Y) = (ao,...,ax-1,_1)y ¢'(Z) = (by,...,bs1,_,). Entonces, por definicién,

5.0 (V). 0'(2) = Y Sulank),  m=2"n1. 217
=0

Note ahora que las primeras 2°~! coordenadas de ¢’(Y) y ¢/(Z) son precisamente las coorde-
nadas de @(ag) y @(bg) respectivamente; las segundas 25~ coordenadas de ¢’(Y) y ¢'(Z) son
las coordenadas de @(a;) y @ (b)) respectivamente. Continuando de esta manera, vemos que el
lado derecho de (2.17) puede ser expresado como

m n—1
Y Ou(aibi) = ;) SL(@(vi), (i)

i=0

Dado que ¢ es una isometria, se tiene que oL (@ (yi), ¢(zi)) = I (yi,zi), de donde el resultado se
sigue. 0

Corolario 2.2.11. La funcion ¢ : <ng Iy 5h> — (Zik_l”, 5L> es una isometria.

El siguiente punto a tratar en esta seccidn corresponde a la relacion entre la isometria ¢
y la funcién de Gray & que se observo en los Ejemplos 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.8. En éstos se die-
ron indicios de que la igualdad ® = ¢ o @ es cierta. De manera general, se tiene el siguiente
resultado.

Proposicion 2.2.12. Con la notacion anterior, se tiene que ® = ¢ o ¢.
Demostracion. Paratodon,k > 1y Z € 73, ,, se tiene que*

(po9)(Z2)=v® [(C’é‘l @ (Z)> QD (c’,jj} ®rk(Z)>] @ (u® (c’,gj} ®r0(z))) .

Pero v ® cé‘_l = ciﬁrl paratodo 0 <i<k—1,yu ®c£j = c’(‘). Asi, por las propiedades de

linealidad, asociatividad y distributividad del producto de Kronecker, obtenemos

(009)(2) = (den@) o (don@)e (don@) =@

lo que demuestra el resultado. 0

4Observe que en este momento se estd haciendo uso del conocimiento de la representacién 2-adica de ¢(Z).
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En [23] se demostré que la funcién de Gray ¢ : (Z},0r) — (IF%”,(SH) es una isometria.
Como consecuencia de este hecho y de la Proposicién 2.2.12 se deriva una de las propiedades
mas importantes de la funcion de Gray &.

Teorema 2.2.13. La funcion de Gray P : <ng +17 5h) — (F%k”, 5H> es una isometria.

Demostracion. Sean Y,Z € ng +1- Yaque @ = ¢ o ¢ y la funcion de Gray ¢ es una isome-
tria, se tiene que Oy (P(Y),P(Z)) = or(@(Y),9(Z)). Asimismo, por el Corolario 2.2.11 ¢ es
una isometria y, por lo tanto, 8.(¢(Y),9(Z)) = 6,(Y,Z). En consecuencia, 6y (P(Y),P(Z)) =
on(Y,Z). O

Dado que la funcién de Gray ® sobre Z7,,, es inyectiva y ¢ o ¢ = @, la isometria de ¢ es
también inyectiva. Enunciamos esto formalmente en el siguiente

Corolario 2.2.14. La isometria ¢ : L5, — Zikil" es inyectiva.

Hasta este punto se han presentado los resultados mas importantes de esta seccion. Sin
embargo, con el fin de englobar a todas las definiciones de las isometrias que se han presentado a
lo largo de este capitulo, en lo siguiente analizaremos la definicién de la funcién @* (introducida
en [51,52]) sobre el modulo Z7, | y demostraremos que €sta es permutacion-equivalente a la
isometria ¢ sobre el Zy1-modulo Z7, .

Recuerde que en el Teorema 2.2.6 de la seccién 2.2.1 se demostré que las funciones ¢ y ¢*

estan relaciondas por la identidad ¢ = @ o @, donde @ es la permutacién sobre ZiH inducida
por la permutacién @ dada en (2.14).

En [51,52] la funcién @ es definida sobre L+, extendiendo cada una de las funciones (pik

a 77y, coordenada a coordenada. Esto es, para todo Z = (20y---y2n—1) € Loy

(plk L <(pik(Z0)7"'7(pik(Zn—l))‘

Por ejemplo, si Z = (zp,21) € Z%f), entonces (pl-3 (Z) = (b2i,bri11),donde 0 < i <3y

by = ro(z0) +2r3(20),

by = ro(z1) +2r3(z1),

by = ro(z0) +2(r1(20) ®r3(20)),

by = ro(z1) +2(r1(z1) ®r3(21)),

by = r9(20) +2(r2(z0) ® r3(20)),

bs =ro(z1) +2(r2(z1) ®r3(21)),

b = ro(z0) +2(r1(z0) © r2(z0) ©73(20)),

b7 = ro(z1) +2(r1(z0) ® r2(z1) ©r3(20))
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De este modo, ¢3(Z) = (bg,by,...,b7). Por otra parte, si ¢(Z) = (ag,ai,...,a7), entonces la
definicién de ¢ implica que

ap = ro(z0) + 2r3(z0),

ay = ro(z1) +2r3(z1),

az =19(20) +2(r2(z0) © r3(20)),

az =ro(z1) +2(r2(z1) ®r3(21)),

as = ro(z0) +2(r1(z0) ®13(20)),

as = ro(z1) +2(r1(z1) ®r3(z1)),

ag = 10(20) +2(r1(20) ® r2(20) ©13(21)),
a7 =ro(z1) +2(r1(z1) & r2(z1) ©13(21))

Comparando las coordenadas de ¢3(Z) con las coordenadas de ¢(Z), vemos que la tinica di-
ferencia es una permutacion que actia sobre sus subindices. Con el propdsito de dar a conocer
cudl es esta permutacion, introducimos la siguiente definicion.
k—1 .
SeaZ = (Zy|Z\| - |Zy-1_,) €ZF ", donde Z; € Z},0 < i < 2F~1 — 1. Entonces la permu-
., o~ k—1 . . ., . .
tacion @ sobre Zﬁ inducida por la permutacion @ definida en (2.14) es extendida coordenada

. . ~ k-1 o
a coordenada a una permutacion, denotada también por @, sobre Zi " de la siguiente manera:

0:7Z— <Za)(0) |Za)(l)| e |Zw(2k—171)> . (2.18)

Por ejemplo, si k =3, n =2y Z = (By|B1|B2|B3) € Z8, donde B; = ((bha;,b2i11), 0 <i < 3,
entonces

@(Z) = (Bo(0)|Bo(1)|Bo2)|Bo3))
= (By|B>|B1|B3)
= (b()?bl7b47b57b27b37b67b7)~

De esta tltima expresion, notamos que para las funciones @ y ¢’ definidas sobre 2%6, se tiene
— (3
¢(Z2) = o(9*(2)).
Lo anterior es un caso particular de la siguiente:
Proposicion 2.2.15. Sean n,k > 1 enteros. Entonces las funciones @ y @ definidas sobre Z’Z‘k +
son permutacion-equivalentes. De hecho, ¢ = @ o @X, donde @ es la permutacion definida en
(2.18).

., _ _ =1 .
Demostracion. Sea k > 1 y supongamos que los vectores k= ck_1 € F2" tienen coorde-
Yy supong q 0 b1 2
nadas cf.‘_l = (£,~70, e ,8,-~2k71_1), 0 <i<k—1. Note que con esta notacion, la funcién ¢ queda
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expresada como

(P(Z) =ro (@81 Orl+1 @81 2k—1 lrl+1 )) , Vze Z2k+1

Esto es, si ¢(z) = (ao,...,ax-1_,), entonces
k—1
aj = ro(z) + 2D & jrie1 (2).
i=0

Por otro lado, recordemos que por definicién

@)= (9@ #h1@), P eZy 02—

Ya que por el Teorema 2.2.6 se tiene que ¢ = @ o @*, inferimos que para todo 0 < j < 2k=1 1,
lo siguiente es cierto:

aj= QDI(Z( )
Supongamos ahora que Z € Z7, . Entonces, por la definicién de ¢ sobre Z7, ,, se obtiene que
k—1
¢(Z) = ro(Z)cj_; +2 (@81 ori+1(Z EBel skt 171 ( ))
i=0
es decir, si ¢(Z) = (Ag|---|Ap-1_,), Aj € Z};, entonces
k—1
Aj=r9(Z)+2 (@ei,jml(z)) , Vo< j<okt o,
i=0

Como las funciones q)ik han sido extendidas coordenada a coordenada, se sigue que
Aj=0h(2), 0<j<2l—1,
lo cual demuestra que @(Z) = (@ o ¢*)(Z). O

En [51, 52], la 1sometria (pk es usada, entre otras cosas, para dar dos definiciones de la
isometria de Gray. En especifico, en [51] se define una isometria de Gray como

G = (p © (pk7
y en [52], la isometria de Gray sobre Z} es compuesta con las funciones q)l.", es decir,
G, = (Q)O(p(l)cv"'a(po(pgk—l,l) .

Es claro que ambas funciones de Gray son permutacion-equivalentes y por lo tanto, basta de-
mostrar que alguna de ellas es permutacion-equivalente a ® para que ambas lo sean.
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Proposicion 2.2.16. Para cualesquiera enteros n.k > 1, las isometrias @ y Gy sobre ZJ;

satisfacen la relacion
b= E)®2 e} G1 .

Demostracion. SeaZ € 7, ,, entonces por la Proposicién 2.2.15, ¢(Z) = (@ o ©*)(Z), 1o cual

implica que ®(Z) = ¢ (@(¢*(Z))) pues ® = ¢ o ¢ (Proposicién 2.2.12). Como

i (@0992)) =a (r(e"2), 0<i<l,
se sigue de la definicion de la isometria ¢ que
0 (a(92))) = (@ (n(0"2)) | & (9" (2))) @@ (r(6"2))))
= (@ (16 @)) | (ro(e"@) or1(9"2)))).

Sea ®@®? la permutacién sobre F%k" definida como (A,B) — (®(A)|@(B)), donde A,B € F%H”.
Entonces de las relaciones anteriores se sigue que ¢ ((T)((pk (2)) = ®%%((¢ 0 ¢*)(2)), 1o cual
se queria demostrar. O

2.3. Algunas propiedades de las isometrias ¢ y de Gray

Nuestro propdsito en esta seccion es establecer algunas propiedades de la isometria ¢ y, en
consecuencia, de la isometria ® de Gray. Algunas de ellas han sido reportadas en la literatura
[51,52] pero otras no. Tales son los casos del Teorema 2.3.5, el Corolario 2.3.6, el Teorema
2.3.7 y el Corolario 2.3.8.

Iniciamos recordando que para todos los enteros n,k > 1y todo Z € Z7, ,,, la definicion de

la isometria ¢(Z), dada en (2.16), estd expresada en su representacién 2-adica. De este modo,
aplicando la funcién ¢ de Gray a @(Z), en virtud de la Proposicién 2.2.12, podemos calcular
facilmente ®(Z) = (¢ o ¢)(Z). Sin embargo, si no conocemos la representacion 2-adica de
©(Z), no podemos calcular directamente al vector ®(Z) y, por la misma razén, nos vemos en
la necesidad de conocer previamente algunas propiedades de la funcién ¢. Con este objetivo
en mente, primero estudiaremos una alternativa para expresar la suma de vectores en Z7, ., y
recordaremos algunas de las propiedades elementales de ¢.

2.3.1.  Alternativa para la suma en Z7, ,

Siguiendo las ideas de [51, 52], nos permitimos introducir las siguientes dos operaciones
sobre Zqi+1. Sea k > 1 un entero y sean y,z € Z,i+1. Usando las representaciones 2-ddicas de y
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y z definimos las operaciones “®” y “®” sobre Z,k+1 cOmo

k k

yoz=Y (i) ®ri(2)2,  yoz=) (n()r(2)2, (2.19)
i=0 i=0

donde acordamos que la operacion “@” del lado derecho de la definicion de y & z serd conside-
rada como la suma sobre [F,. En efecto, observemos que si permitimos k = 0 en la definicién
anterior, entonces la operacion “@” coincide con la suma sobre [, y, por lo tanto, esta suma pue-
de ser considerada como una generalizacién de la suma sobre el campo binario. Esto justifica el
abuso de notacion.

Note que ambas operaciones dan como resultado un elemento que estd escrito en su repre-
sentacién 2-ddica, es decir, para todo y,z € Zy+1 y entero i tal que 0 <i <k,

ri(y@z) =ri(y) ©ri(z) € Fa,
ri(y®z) = ri(y)ri(z) € Fa,

y, por lo tanto, el conjunto Z1 es cerrado con respecto a @ y ©. Ademds, note que como la
suma y el producto definidos en [F, son conmutativos y asociativos, las operaciones definidas
en (2.19) son también conmutativas y asociativas. Asimismo, note que para todo z € Zyi+1 se
tienen las siguientes relaciones

0pz=2z, (2"'—1)ez=z z®z=0.

Y también notemos que no para todo z € Zy+1 existe y € Zy1 tal que zOy = 2k+1 _ 1. Por lo
tanto, (Zo+1,®) es un grupo abeliano y (Zyii1,®) es un monoide.

Andlogamente a la Proposicion 2.1 de [51], una alternativa para encontrar el valor de y 4z
es via la siguiente:

Proposicion 2.3.1. Sea k > 1 un entero 'y sean y,z € Zoi+1. Entonces

y+z=(®z2)+2(y©2).

Demostracion. La prueba se sigue por induccion sobre k. Sean y, z € Z4, entonces

y+z=[ro(y) +2n )]+ [ro(z) +2r1(2)] = [ro(y) +ro(] +2[n ) + ()] (2.20)

Teniendo en cuenta que para todo x € Zg4, la componente r;(x) € {0,1} C Za, se tienen las
siguientes relaciones:

ro(y) +r0(z) = [ro(y) ®ro(2)] +2r0(¥)ro(2), 2l () +r1(2)] = 2[r1(y) @ i (2)].
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Sustituyendo estas expresiones en la identidad (2.20), se tiene que y+z=y®z+2(y®z2) y, por
lo tanto, la Proposicion 2.3.1 es cierta para k = 1. Ahora, supongamos que dicha Proposicién es
vilida para algtin k > 1, y sean y,z € Z+2. Por hipétesis de induccién tenemos que

k+1

y=ro(y) +z—ro(z) =2 ; (ri(y) ®ri(2) +2(r(y)ri(z))) 2",

la cual puede ser escrita como

k+1

y+2= o) 100+ L [70) ©7(2) +2rn(2)2-

Ya que
ro(y) +ro(z) = (ro(y) ®ro(z)) +2(ro(y)ro(z)),

la prueba se sigue. [

Continuando con las ideas de los trabajos [54,55], para cualquier entero n > 1, definamos la

operacion binaria “x” sobre [ de la siguiente manera: si X = (xq,...,X4—1), Y = (Y0, -+, Yn—1)
son dos elementos de [, entonces

X*xY = (XOYOa R 7xn—1yn—1)'

Con la introduccién de la operacién® “s” extendemos de manera natural la definicién de las
operaciones “®” y “©” al conjunto Z7,, :

Voz=Y (nen2)2,  Yoz=Y(nr)enz)?. (2.21)
i=0 i=0

donde, de igual manera que para n = 1, estamos considerando que la operaciéon “@®” del lado
derecho de la definicién de Y & Z es la suma sobre [F75.

Vale la pena aclarar que en ambas definiciones estamos haciendo un juego entre elementos
del conjunto {0,1}" C Ly, y elementos del espacio . Es decir, para que la suma “®” y el
producto “x” del lado derecho de cada relacion de (2.21) estén bien definidos, consideramos que
ri(Y),ri(Z) € F} y, por lo tanto, r;(Y) @ ri(Z) y ri(Y) *ri(Z) estdn en [}. Pero al mismo tiempo,
para que tenga sentido la multiplicacién de r;(Y) @ r;(Z) y ri(Y) % r;(Z) por 2/, es necesario ver
alos vectores r;(Y) @ r;(Z) y ri(Y) * ri(Z) como elementos del conjunto {0,1}" CZ7, ;.

La dlima interpretacion nos permite llevar la Proposicién 2.3.1 al cason > 1.

[T3RL]

SClaramente esta operacion es asociativa, conmutativa y el conjunto IF} es cerrado con respecto a “+”. Mds atin,
el elemento (1), € 4 tiene la propiedad de que (1), *X = X para todo X € IF}. Por lo tanto, (Fj, *) es un monoide.
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Proposicion 2.3.2. Sean k,n > 1 enteros y sean Y,Z € Ly, Entonces

Y+Z=(Y&Z)+2(Y O2).

Demostracion. SeanY = (yo,...,Vn—1),Z = (205 -,2n—1) € Z3..,- Tomando en cuenta que las
funciones r; han sido extendidas coordenada a coordenada, y apoydndonos en la estructura de
Ly €omo Zoyiy1-modulo, vemos que

YBZ=0Dz0,---,Yn-1D2Zn—1),

YoZ= (YO@ZO,---7Yn—1 @Zn_l).
Por lo tanto, por la Proposicién 2.3.1, (Y $Z)+2(Y ©Z) =Y + Z. u

Con base en la Proposicion anterior, establecemos el siguiente vinculo entre la suma médulo
4 y la suma modulo 2.

Corolario 2.3.3. Para cualesquiera A,B € {0,1}" C Z} y cualesquiera y,z € 7y
2(Ay+Bz) = 2(Aro(y) © Bro(z)),
donde la suma “®” del lado derecho de la expresion anterior es la suma sobre .

Demostracion. Por la Proposicion 2.3.2
Ay+ Bz = (Ay® Bz) + 2(Ay ® Bz).
Asi, 2(Ay + Bz) = 2(Ay & Bz). Por otro lado, por definicidn,
Ay ® Bz = [ro(Ay) ® ro(Bz)] +2[r1 (Ay) ® r2(Bz)].
De este modo, 2(Ay + 2Bz) = 2(Ay & Bz) = 2[ro(Ay) & ro(Bz)]. Para concluir la prueba basta

notar que como A, B € {0, 1}" C Z, entonces ro(Ay) = Ary(y) y ro(Bz) = Bro(z). O

2.3.2. Propiedades de la isometria de Gray sobre Z4

Las tres propiedades de la funcién ¢ que presentamos en esta breve seccion pueden ser
encontradas en [54, Proposicion 3.2] y [23, Ecuacion 30].

Recordemos que la funcion de Gray ¢ sobre Zj esté definida como

90(2) = (u@n(2))® (veri(2)) = (n(2)n(Z)®r(z) € Fy"
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Lema 2.3.4. Sean > 1 un enteroy seanY,Z € Z;,. Entonces

1. 0(2Z) =v®ry(2),
2. 0(Y+2Z)=¢(Y) D 9(22),
3.0V +Z)=9(Y)@¢(Z) @0 (2ro(Y)*r0(2)) =0 (Y) ©9(2) ®9(2(Y © Z)).
Demostracion. Es claro que para todo ¥,Z € 71, se tiene
2Z=2r0(Z),  Y+2Z=ro(Y)+2(r(Y)Bro(2)).
y, por la Proposicién 2.3.2,
Y +Z=r(Y)®ro(Z) +2(r1(Y) @ r1(Z) D ro(Y) *r0(Z)).

Por lo que el lema se sigue al aplicar la definicion de ¢ a las expresiones anteriores. [

2.3.3. Propiedades de la isometria ¢

Seayc 1+ 2k 1y = {1,142k 1 142k 142%=1 12K} Con el propésito de analizar algunas
propiedades de las imdgenes bajo ¢ de codigos y-ciclicos definidos sobre Z,i+1, €s conveniente
encontrar expresiones para ¢ (2~1X + 2Ky + Z), donde X,Y,Z € Z5y.y y n > 1 es un entero. El
método que emplearemos para lograr esto es simple: aplicar la definicién de ¢ a la represen-
tacion 2-adica de 251X + 2%y + Z, 1a cual obtendremos como consecuencia de la Proposicién
2.3.2 y de las representaciones 2-adicas de 2¥~1X,2ky y Z.

Sea k > 1y sea s un entero tal que 0 < s < k. En general, si Z € Zy+1, la representacion
2-adica de 257 es
27 =2r0(Z) + 2 (Z) + -+ 2k s(2). (2.22)

En particular, para todo k > 1 y todo X,Y € Z7,,,, de la relacion (2.22) se derivan las siguientes
relaciones:

pk=lx = ok 1 (%) 428 r (X) (2.23)
2ky = 257 (Y). (2.24)

Por lo tanto, aplicando la definicién de ¢ a (2.23) y (2.24), obtenemos

p(2k1x) =2 [(cﬁjg ® ro(X)) ® <c’,§:} Qr (X))} k> 2, (2.25)
p2'Y) =2 1@ (Y) =20(Y) Vk > 1, (2.26)



60 2.3. Algunas propiedades de las isometrias ¢ y de Gray

siendo la identidad (2.26) similar a la Proposicién 3.1 de [51]. Esto no debe sorprendernos pues
las isometrias ¢ y @* son equivalentes (Proposicién 2.2.15).

Observe que, aunque (2.23) es valida para todo entero k > 1, en la ecuacién (2.25) es ne-
cesaria la condicion k > 2 pues @ : Zj; — Z es la funcion identidad para todo n > 1y, de este
modo, (2.25) seria falsa con k = 1.

Por otro lado, por la Proposicion 2.3.2, para todo k > 1y todo Y, Z € Z7, ., se tiene
k . k .
2y +z2= YY) er2)2" | +2| ¥ (r(2'Y)*r(2))2" ).
i=0 i=0

Pero, por la relacién (2.24), r(2XY) = ro(Y) y r;(2¥Y) = 0 siempre que 0 < i < k— 1. Asi, la
expresion 2-adica de 2XY +Z es

Y +Z=r(2)+ - +25n (2) + 250 (V) B (2)) VE>1 (2.27)

Repitiendo el mismo proceso, afiadimos el término 25~ !X a 2¥Y + Z. De este modo, para todo
k > 1 se tiene

X 4 by + Z = rg(Z) + -+ 2520 (2) + 25 N (1 (2) @ o (X))
+25ro(Y) @ 1 (X) @ 1 (Z) D 11 (Z) ¥ 1o (X)), (2.28)
Es conveniente notar que para k = 1, el término r(Z) + - - - +25"2r;_»(Z) de (2.28) no tiene

sentido. Asi que éste debe ser omitido y inicamente debemos escribir los dltimos dos sumandos
de la ecuacidn (2.28), esto es, si k = 1, entonces

x4 okyyz=x+2v+Z
= [ro(X) ®ro(Z)] +2[ro(Y) ® r1(X) @ 11(Z) Dro(X) *10(Z)]

Este es el tnico caso en el que ro(2X~!1X 4+ 2*Y +Z) = ry(X) @ ro(Z). En los otros casos, es
decir, para todo k > 2, se tiene que ro(2¥"'X + 2KV +Z) = ro(2).

El siguiente teorema es una de las aportaciones de este trabajo.

Teorema 2.3.5. Con la notacion anterior,

P2 IX +2 Y +2) = (2 1X) +20(Y) + 0(2) + 9(2"X ©22).

Demostracion. La prueba consiste en aplicar la definicién de ¢ a la representacion 2-4dica de
2k=1X + 2ky + 7 dada en (2.28). Ya que k > 2, podemos escribir (21X 4+ 2%y +-Z) = A + B,
donde A = cllgj ®ro(Z)y

B=2[(d " en@)e- o (dlonad)e (dlema@en)

ot 1@ (r(Y) @ r(X) ®r(Z) @ re_1(Z) » ro(X))] :
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Por el Corolario 2.3.3 y las propiedades del producto de Kronecker, A + B puede ser expresado
como

A+2 [(clé_l @ (z)) @@ (cizé ®rk_2(Z)> ® <c,§:;®rk_1(2)) ® (c’,;:} ®rk(z>)]
+2[(d3@n) o (¢l o (o ®nX) n1(2) < (x)],
o de forma similar,
0(z)+2 (@) o (¢l on) | +2d- @) + 2l @n 1 (2) £ (X).

Note ahora que por las ecuaciones (2.25) y (2.26), el segundo y el tercer sumando de la expresion
anterior son precisamente 2¢(Z) y ¢(2¥~1X). Por lo tanto, sutituyendo obtenemos

92X +2Y +2) = 9(2) +20(Y) + 9(27'X) + 27| @ ri_1(Z) * ro(X).

Finalmente, por las identidades (2.22) y (2.24), se tiene que la representacién 2-adica de 2KX y
27Z es:
kx =2kry(X),  2Z=2r0(2)+2*r(Z2)+ - +2"r_1(2).

Por lo tanto, de la definicion de la operacion @ dada en (2.21) se sigue que
2k ©27 = 2K[ro(X) 11 (2)] .

Consecuentemente,
P(2*X ©22) =2 @ ro(X) xri_1(2), (2.29)

lo que completa la demostracion del resultado. 0

Una aplicacién inmediata del Teorema 2.3.5 proporciona el siguiente resultado.

Corolario 2.3.6. Con la notacion anterior,

1) 2Y +2) = 9(2*Y) + ¢(2) =20(Y) + 0(2),

2) 0(2k2+2) = —9(2),

3) 0212+ 2) = (2K 12) + 0(2) + 0(2¥ 2 22),

(1) o
(2) o
(3) o
4) (212 +2k2+7) = 9(25712) — 9(2) + 9(2* 2 ©22).

Dado que ¢ : Z} — Zj; es la funcion identidad, las relaciones (1) y (2) del Corolario 2.3.6
son también vilidas para todo k > 1. Estas fueron demostradas para la isometria ¢* en la Pro-
posicién 3.1 de [51]. Ya que ¢ y ¢F son permutacién equivalentes, el Teorema 2.3.5 puede ser

considerado como una generalizacion de la Proposicion 3.1 de [51].
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2.3.4. Propiedades de la isometria de Gray sobre Z,:

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.3.5 y de la relacién natural entre las isometrias
®, ¢ y ¢ descrita en la Proposicion 2.2.12, en este apartado derivamos algunas propiedades para
la isometria ® de Gray sobre ng +1> que son similares a las que se presentaron en el Corolario
2.3.6 para la isometria ¢.

Teorema 2.3.7. Seann > 1,k > 2 enteros y sean X,Y,Z € L}, .. Entonces
®(21x 12y +7) =22 X)) o @2 V) 2 ©(2) @ P (2° X ©22).

Demostracion. La prueba se sigue de aplicar sucesivamente el Lema 2.3.4 al Teorema 2.3.5.
Primero recuerde que, por la Proposicon 2.2.12, & = ¢ o ¢, donde ¢ es la isometria de Gray
sobre Zjj. De este modo, para todo X,Y,Z € Z7,,, obtenemos que

DX 42y +2) = ¢ ((p(Zk_1X+2kY+Z)>
=9 (021X) +20(Y) + 9(2) + 92X ©22) ).
Ahora, por la relacion 2 del Lema 2.3.4, se tiene:
P2 IX 42 +2) = 9 (9(27X) + 0(2) + 92X ©22) ) 99 (29(Y)) .

Asi, s6lo necesitamos simplificar las expresiones de los sumandos del lado derecho de la ecua-
cién anterior. Como primer punto, note que de la ecuacion (2.26) se sigue que

0(20(Y)) = ¢(p(2"(Y))) = (2"Y).
En consecuencia, solo resta simplicar el sumando ¢ (¢(2*"'X) + @(Z) + ¢(2*X ©2Z)). Para
tal fin, note que, por la relacién (2.29), ¢(2XX ©2Z) puede ser escrito como ¢ (24X ®2Z7) =24,
donde A = &=L @ ro(X) 1 () € Z2 . Asi, en virtud de la identidad 2 del Lema 2.3.4,

0 (02 X)+0(2) + 92X ©22)) = 6 ([p(2*'X) + p(2)] +24)
=0 (021 X)+9(2)) © 6 (24)
:(p( 2*1X)+o(Z )@ < 2"X®22)>

De este modo, ¢ (¢(2°1X) + @(2) + ¢(2"X ©2Z)) = ¢ (p(2""'X) + ¢(2)) & ® (2" X ©22).
Ahora, como k > 2, se sigue de (2.25) que las coordenadas del vector @(25~1X) estan en el
ideal maximal de Z,4. En consecuencia, por la identidad 2 del Lema 2.3.4,

0 (02 +92'X)) =0 (0(2)) 20 (9(2'X)) = 2(2) 2 B(2*'X),

lo que finaliza la prueba. [
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De igual modo que antes, como consecuencia inmediata del Teorema 2.3.7, se tiene el si-
guiente resultado.

Corolario 2.3.8. Seann > 1,k > 2 enteros yY,Z € Z7,, .. Entonces

1. ®2FY +7) = (2*Y) @ @(2),

- P(
. @22 +2) =02k 2) 0 @(2),

L DK 1Z242k7247) =0 (21 Z2) 9 @(2FZ2) 9 @ (Z) © P (252 ©22),
L1z 7)) =02 12)ad(2) 0 @(2k 20 22).

Note que a partir del Lema 2.3.4 se sigue que las primeras dos identidades del Corolario
2.3.8 son también vélidas para k = 1. Asimismo, vale la pena aclarar que el Teorema 2.3.7,
puede ser demostrado directamente aplicando la definicién de ® a la representacion 2-adica del
elemento 271X 4+ 2%y 4+ Z dada en la relacién (2.28). Los argumentos que gufan esta demostra-
cioén son similares a los que se emplearon en la demostracion el Teorema 2.3.5. Mds atdn, nétese
que debido a la inyectividad de la isometria de Gray, el Teorema 2.3.7 es equivalente al Teorema
2.3.5 en el sentido que si conocemos una de las dos relaciones, entonces podemos derivar la otra
a partir de la primera. En gran medida, esto se debe a que cada uno de los argumentos dados en
las demostraciones de estos resultados puede ser establecido en el sentido contrario.

En resumen, en este capitulo hemos estudiado diferentes isometrias y hemos mostrado cua-
les de ellas son permutacién equivalentes. Asimismo, hemos analizado algunas relaciones basi-
cas de las isometrias ¢ y ® de Gray (Teoremas 2.3.5, 2.3.7 y sus respectivos Corolarios). Como
mencionamos, estas relaciones forman parte de las contribuciones de este trabajo. En el siguien-
te capitulo continuaremos con el andlisis de algunas otras relaciones en las que las unidades de
nuestro interés, 1, A = 142K §; = 14+21y § =1+ 2k1 42k se ven inmediatamente invo-
lucradas. Todos estos resultados, y el del presente capitulo, van encaminados a la determinacién
de las propiedades de las imdgenes de los c6digos consta-ciclicos sobre Zi1.






Capitulo 3

Las isometrias ¢, de Gray y el corrimiento 7y-casi-ciclico

El propésito de este capitulo es presentar algunas relaciones entre las isome-
trias ¢ y @ de Gray introducidas en las Secciones 2.1 y 2.2, y el corrimiento
Y-casi-ciclico, donde 7y es una unidad del anillo Z,1:. En especial, analiza-
remos con mds detalle estas relaciones cuando Y sea un elemento del grupo
1+ (251 = {1, 14281 142K 14251 4 2K} C U(Zpis1). Para los casos
y # 1+ 2K las relaciones constituyen una aportacién mds de este trabajo; mien-
tras que para el caso y = 142X, se probard que éstas generalizan a aquellas que
se establecieron en [51,52,54,55].

3.1. Introduccién

Después de la publicacion de los trabajos [54,55], en los que se explic la conexién entre
codigos negaciclicos sobre Z4 y cédigos ciclicos binarios (no necesariamente lineales) via la
isometria de Gray ¢ : Z} — 2", varios autores han investigado propiedades de casi-ciclicidad
y linealidad de las imagenes de Gray de cddigos y-ciclicos definidos sobre ciertas familias de
anillos finitos R, donde 7y es una unidad en R ([8,9, 13, 21,29, 33, 35,50-52, 56, 57, 59]). La
pieza clave en la mayor parte de estos trabajos fue demostrar que existen relaciones entre las
isometrias de Gray que se definieron en esos trabajos y el corrimiento y-ciclico.

Por ejemplo, la idea clave en los trabajos [54,55] fue demostrar las relaciones g ov = c o @
y Yoo =00, donde o es el corrimiento ciclico, v es el corrimiento negaciclicoy W la
isometria de Nechaev-Gray, que resulta de la composicion de la permutacion de Nechaev y la
isometria ¢ de Gray. Asimismo, con el propodsito de estudiar propiedades de ciclicidad de la
imagen de Gray de un cédigo (1 + 2¥)-ciclico sobre Zy+1, en [51,52], se define la isometrial
O 1 (L, B0) — (Zik71”,5L) y se demuestra la relacién ¢fo v, = v®2~ oy, donde A =
1+2%, v, es el corrimiento A-ciclico y v@2~" es el corrimiento casi-negaciclico de indice 2+~
sobre Zikil”. A partir de esta relacién, una isometria de Gray G fue introducida® de tal modo

que la relacion Gjo vy = c®?'o G fuese valida; generalizando algunas de las principales
aportaciones de [54,55].

De manera similar, con el fin de estudiar las propiedades de casi-ciclicidad de la imagen de
Gray de un cédigo A-ciclico sobre un anillo finito de cadena, la idea fue encontrar una relacién

1 a definicién de esta isometria la hemos estudiado en la Seccién 2.2 de este material.
2Hemos estudiado esta isometria al final de la Seccién 2.2.

65
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andloga a las que se encontraron en [51, 52, 54, 55]. En concreto, en [29] se demuestra que
Pov, = oo ®, donde A = 1+ 6, 8 es el generador del ideal maximal del anillo de
cadena R, k es el indice de nilpotencia de 0, p™ es la cardinalidad del campo residual de Ry ®
es la isometria de Gray definida sobre R". Cabe aclarar que si R = Zy4, entonces 0 =2y k =1,
de donde se obtiene que A = 1+2 =3 = —1 en Z4. Asimismo, si R = Z+1, entonces 0 =2y
el indice de nilpotencia es , lo cual, implica que A = 1 + 2*. Consecuentemente, la unidad que
se estudio en [29] generaliza a las unidades que se estudiaron en [51,52,54,55].

El propdsito de este capitulo es investigar algunas relaciones generales entre las isometrias ¢
y @ de Gray introducidas en el Capitulo 2, y el corrimiento y-casi-ciclico, donde Y es cualquier
unidad del anillo Z,k+1 (Seccién 3.2). En particular, analizaremos con mas detalles las situa-
ciones cuando ¥ es un elemento del subgrupo 14 (287 1) = {1, 14281 1 42K 1 4-2k=1 42k}
(Proposicion 1.3.13). En la Seccién 3.3 estudiaremos las relaciones entre la isometria ¢ y el co-
rrimiento y-casi-ciclico, donde y € 14 (28=1). Para los casos y € {1,1+4 2% 1 4-2k=1 -2k},
los resultados que probaremos constituyen una aportacion mas de este trabajo. Para el caso
y = 1 + 2K encontraremos relaciones que generalizan a aquellas que se establecieron en [54,55]
y, posteriormente, en [51,52]. En la Seccién 3.4, tomaremos como punto de partida los resul-
tados de la seccion 3.3 para obtener relaciones entre la isometria @ de Gray y el corrimiento
Y-casi-ciclico, donde y € 1+ (2k_'>, similares a las que probamos en la Seccién 3.3 para la
isometria ¢.

Tal como sucedié en [29, 51, 52, 54, 55], estas relaciones serdn la clave para estudiar las
propiedades de casi-ciclicidad y casi-negaciclicidad de la imagen, con respecto a las isometrias
@ y @, de un cédigo y-casi-ciclico sobre Zy-1, donde y € 14 (2k-1) y k > 2.

3.2. Relaciones fundamentales

Primero recordemos algunos conceptos introducidos en el Capitulo 1 de este manuscrito.
Sea R un anillo (finito conmutativo y con elemento identidad), » > 1 unenteroy f : R* — R" una
funcién. Recordemos que para cualquier entero m > 1, definimos la aplicacién f©™ : R"™ —y R''™
como

(A<o> AW ... |A<m—1>> . <f(A<0)) LFAM)] ... |f(A<m—1))> 7

donde A(®) ,A(l), ... ,A(m’l) € R" y “|” denota la concatenacién de vectores. Es claro a partir de
esta definicion que (f o g)®" = ™o g®™" donde f,g son funciones para las cuales la compo-
sicién esté bien definida.

Asimismo, recordemos que si ¥ es una unidad de R, se ha definido el corrimiento y-ciclico
como el R-automorfismo sobre R" dado por vy : (ag,ai...,an—1) = (Yan—1,a0,...,a,—2). El
corrimiento y-casi-ciclico de indice m se ha definido como la funcién v;,g’m. Dos casos particu-
lares de esta aplicacion son el corrimiento casi-ciclico (Y = 1) y el corrimiento casi-negaciclico
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(y = —1), denotados respectivamente como ¢ y v,
Y P y

En esta seccion estamos interesados en describir relaciones generales que involucren a los
. , k—1 k
automorfismos v;”", ¢, V¥ y a las isometrfas ¢ : Z,,, — 77 "y d: Ly — F2™ que se
han definido en las secciones 2.1 y 2.2 como

0(Z)=ck1orn(z)+ [(c’g‘l Q71 (Z)) O D (c’,gj ®rk(Z)>} ,

(Z) = (cg ®r0(Z)> @@ (c§®rk(2)> L NZETy,

donde Z = ro(Z) +2r1(Z) +---+ 2k (2) € Z,, estd expresado en su representacion 2-ddica.
La unidad y que estaremos considerando en esta seccion serd cualquier elemento del grupo de
unidades de Z,i+1. En la siguiente seccion nos enfocaremos a encontrar relaciones mas especi-
ficas entre las isometrias ¢ y ® de Gray, y el corrimiento y-casi-ciclico, donde Y es un elemento
del subgrupo de U (Zyk11):

14+ =1 1425142k 142140k k>

Para los propésitos de este trabajo, a continuacion introducimos un Z,+1-automorfismo sobre
Ll Sean k,n > 1 enteros y sea ¥ € U(Zy+1). Sobre Z,,, definimos el Z+1-automorfismo
1Ny dado por

nY: (Z07Z17" '7Zn—l) — (ZO,Zl,.“,'}/Zn_l).

Es bastante claro que para todo entero n > 1y a,y € U(Zy+1), se tiene que 1y o Ny = Nay,
Vy=00TyYy VyoTg = Vg, donde 0 = o®! es el corrimiento ciclico. En consecuencia, es-
tas propiedades son también validas para n?m y los corrimientos y-casi-ciclico y casi-ciclico.
Formalmente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.1. Sean k,m,n > 1 enteros y a,y € U(Zyx+1). Entonces, para todo Z € 7L},

(1) (nymong™) (2) =i (2),

(2) vim(z) = <G®’" o n;@m) (2),

(3) (vymonsm) (@)= v ().
Las relaciones establecidas en la proposicion anterior aparecerdn constantemete en el desa-
rrollo de los principales resultados de este trabajo. Por ejemplo, observe que para encontrar

. . . ., .. ., k—1 . L, .
una identidad para la aplicacién ¢ o v;?m, similar a la relacién ¥ o v, = v®?" o v (implicita-
mente) establecida en [52], es necesario aplicar la definicion de ¢ al elemento v;?m (Z), donde
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Z € Z}, . Esto implica el célculo explicito de los vectores r;(v;""(Z)), los cuales dependen de
la unidad 7y que estemos considerando. Por el contrario, usando la relacién (2) de la Proposicién
3.2.1, tenemos que

ri(vy"(2)) = ri((6®"om,™)(2)) = (rio 6*™)(n,"(2)).

Consecuentemente, el cdlculo de r;(vy""(Z)) se puede dividir en dos problemas mds sencillos:
primero, encontrar expresiones para r; o 6™ y, después, considerar al factor n;?m (Z); éstaesla

idea que se desarrollard a continuacion.

Lema 3.2.2. Sean m,n,k > 1 enteros y 0 < i < k. Entonces

(ricc®™)(Z2) = (6""or)(Z), NZeZy,. (3.1

Demostracion. Sea Z = (z(l)\z(2)| e \z(’")> € 27, donde PANS Z5y.1> 1 < j < m. Entonces,

por definicién de la funcién r;, se tiene que

(rioo™") (2) = (r(e@)r(o ™)) Ir(a(@™)).
y el resultado se sigue del hecho que r;(6(w)) = o(ri(w)) para cadaw € Z7,. ;. O

Note que en el lado izquierdo de la relacién (3.1), el corrimiento casi-ciclico 6™ es con-
siderado como un Z,+1-automorfismo sobre Zg’,ﬁrl , mientras que en el lado derecho de (3.1),
0@ es considerado como un F-automorfismo sobre F4™. Por lo tanto, para eludir cualquier
tipo de confusién, debemos usar distintas notaciones para 6™ en cada una de estas situaciones.
Sin embargo, ya que es claro el contexto en el que se estdn empleando estos automorfismos, no

introduciremos diferentes notaciones para cada caso que se presente.

Como la definicion de las isometrias ¢ y P involucran al producto de Kronecker, también
es indispensable concocer técnicas para calcular el producto de Kronecker de un vector con
el corrimiento y-casi-ciclico. El siguiente resultado proporciona esta informacion, la que es
suficiente para los propositos de este capitulo.

Lema 3.2.3. Sean k,m,n,s > 1 enteros y C,Z elementos de L., y Zz.,, respectivamente.
Entonces para toda unidad y de Z,+1 se tiene que

CoVvy"(Z) =vy""(CRZ).
En particular, sik >2y s =21

k—2m
Covi™Z) = (vyav)™ "(Co2).
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Demostracion. Sea C = (co,c1,...,¢5—1) € Z,. Por la definicién del producto de Kronecker
se sigue que
CRVvy"(Z) = (covy" (Z)lervy™ (Z)] -+ les—1vy™(Z))
= (vy"(c0Z)|vy" (c1Z)] -+ [vy " (e512)),

donde la tltima relacién se debe a que vf?m es un Zyi-automorfismo sobre Z77" . Ademas,
como en la expresion de cada v;?’”(c ;Z) el corrimiento y-ciclico estd actuando m veces y j
varfa entre 0 y s — 1, se concluye que en el vector (v;""(coZ)|vy;"(c1Z)]...|vy" (cs-1Z)), el
corrimiento y-ciclico esté aplicado sm veces. Por lo tanto,

COVE™(Z) = Vi (coZ|e1Z)... w1 Z) = VETH(C® Z).

En pariticular, si k > 2y s = 2871, en el vector v;?s’”(C ® Z) el corrimiento y-ciclico estd ac-

tuando 2~ 'm veces, el cual es un nimero par puesto que k > 2. De este modo, al asociar por
. . k=1 k=2

parejas a vy se obtiene que vf}’z "MCRZ)=(vwy® vy)® "(C®2Z). O

Observe que en la demostracion del Lema 3.2.3 no se ha hecho uso particular de la definicion
del corrimiento y-casi-ciclico; s6lo se ha hecho uso de la propiedad vy (¢Z) = cv;"(Z), donde

¢ € Zyir1. Por lo tanto, el Lema 3.2.3 es vélido para cualquier automorfismo sobre Z7;, .

Una consecuencia inmediata de los Lemas 3.2.2 y 3.2.3 es el siguiente resultado, el cual,
rigurosamente hablando, establece que la funcién ¢ de Gray sobre Z)° evaluada en el co-
rrimiento casi-ciclico de indice s sobre Z}* es igual al corrimiento casi-ciclico de indice 2s
sobre IF%”S evaluado en la funcion ¢ de Gray sobre Zj*. Para enunciar de manera mas pre-
cisa este resultado, recuerde que la funcién de Gray ¢ sobre Z estd definida como ¢(Z) =
(0,1)@ro(Z)® (1,1)®@r1(Z), donde Z = ro(z) + 2r;(Z) estd escrito en su representacion 2-
adica.

Proposicion 3.2.4. Sean s,n > 1 enteros. Entonces
(p00™)(2) = (6"%09)(2), VZeZj. (3.2)
Demostracion. De la definicion de ¢ y del Lema 3.2.2 se sigue que
(900™)(2) =(0,1)® 6™ (r(2)) & (1,1) ® 6 (r1(2)).
Ahora, por el Lema 3.2.3, cada sumando de la expresion anterior se puede escribir como

(0,1)® 6% (r0(2)) = 6“% ((0, 1) ® r0(2)) ,
(L,1)®6™(r1(2)) = 6“* ((1.1) @ ro(2)).
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Por lo tanto, siendo 6®2* un F,-automorfismo,
(900™)(Z2) = "> ((0,1)@r(Z) & (1,1)®r1(2)),

de donde el resultado se sigue. O

El siguiente y ultimo punto de esta seccion, es introducir relaciones en las que el Zyi+1-

automorfismo n;?m se vea involucrado con la isometria @ de Gray sobre Z,,, (s > 1) y ¥ sea

cualquier unidad del anillo Z,1. Estas relaciones son los pilares de los principales resultados
de este Capitulo.

Teorema 3.2.5. Sean k,m,n > 1 enteros 'y y € U(Zy+1). Entonces
(1) (po‘,?m — G®2k71mo(pon;®m-
(2) ®o vf?’" = o®?modo T],f?m.

Demostracion. Note que @ o vy = @ oc“™on y que o v, = doc®"on ™. Por lo
tanto, dado que nj‘?m es un Zy+i-automorfismo sobre Z7;,, basta verificar que las siguientes

relaciones son ciertas:

@21y

®m:o. 0

poc

k
q)OG®mZG®2 mod.

SeanZ € Zy, yA=¢ (6®™(Z)). Como consecuencia de los Lemas 3.2.2, 3.2.3 y de la defi-
nicion de @, se obtiene:

A=l @ (c™2) +2|d @n (67(2)) @ m Tl @n (c™"(2))]
" (r0(Z)) +2 e @ (r(2) @ B el @ 0 (1(2)]
— g®2im (c’,ij ®ro(Z)) +2 [c®2k71’" <cl(§_l Qr(Z) & o] ®rk(Z)>}

=0 (dlwn@)+2[d en@) e ed-onz))

Por lo tanto, @ (6®™(Z)) = o®2'm (¢(Z)). De igual modo, se demuestra la igualdad para ®.
Para probar la equivalencia entre las relaciones (1) y (2) del Teorema 3.2.5, note que sustitu-
yendo ® = ¢ o ¢ (Proposicén 2.2.12) en la relacién (2) del Teorema 3.2.5 se obtiene

om __ ~®2%m m
¢)o(pov7, =0 oq)o(pony .
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. ., k k—1 . e, . .
Por lo tanto, aplicando la relacién 6%> " o ¢ = ¢ o %> " (Proposicién 3.2.4), la identidad
anterior puede ser expresada como

2/(

K®m __ @2k 1y Xm
q)o(povy =¢oo opom,.

. e . . k—1
Finalmente, como ¢ es una funcién inyectiva, se concluye que ¢ o vf?’" = 0%%" ™Mo ¢. Esto
demuestra que (2) implica (1). Invirtiendo el sentido de las implicaciones, se demuestra que
(1) implica (2). O

Como se ha mencionado previamente, el objetivo de este capitulo es encontrar identidades
que permitan calcular (@ o v;"")(Z) y (®ov;")(Z) conociendo tinicamente a los vectores ¢(Z)
y®(Z),Z e 27, - En esta direccion el Teorema 3.2.5 propone una alternativa. Sin embargo, en
lugar de conocer tGnicamente a los vectores ¢(Z) y ®(Z), es necesario conocer a los vectores
(pony™)(Z) y (@ony™)(Z), los cuales estin relacionados con (¢ o vy™)(Z) y (Po vy"™)(Z)
por medio del corrimiento casi-ciclico de indice 2%~ sobre Zy y de indice 2%m sobre F,

respectivamente.

Por otra parte, no debe causar asombro el hecho que el corrimiento casi-ciclico sea un auto-
morfismo involucrado en las expresiones del Teorema 3.2.5, puesto que el corrimiento y-casi-
ciclico de indice m ha sido expresado en términos del corrimiento casi-ciclico de indice m y
la aplicacion n;?’". Sin embargo, sobre Zj4, se tiene otro automorfismo que se asemeja al corri-
miento casi-ciclico: el corrimiento casi-negaciclico. En las siguientes secciones, se explorard la
posibilidad de reemplazar a 62 '™ por v®2~'™ en la primera relacién del Teorema 3.2.5; esto
serd hecho con el propdsito de especializar las relaciones del Teorema 3.2.5 para las unidades y
del grupo 1+ (21, donde k > 2.

3.3. Relaciones particulares para la isometria ¢

En este apartado especializaremos la relacion (1) del Teorema 3.2.5 para las unidades y del
grupo 14 (2K=1) = {114+ 2%=1 1 42k 1 4251 12k} "donde k > 2. Recuerde que si k = 2,
todos los elementos de este grupo son de orden 2, mientras que si k > 3, este grupo es ciclico
generado por §; = 1+ 2%~! o bien &, = 14 2%~ 4-2% (Proposicién 1.3.13). Més atin, si k > 3y
A =1+2* entonces &, = (8;) ! y 87 = 67 = A. A partir de este punto, nos referiremos a los
elementos del grupo 1+ (21} distintos de 1 con la notacién 8;,8, y A que hemos introducido
en este parrafo.

A diferencia de los elementos ; y &, note que los elementos 1 y A son unidades en Z,+1
para todo entero k > 1. Por esta razdn, en la medida de lo posible, algunas de las relaciones que
aportaremos serdn establecidas para todo k > 1, en lugar de k > 2.

Las pruebas de los principales resultados de este apartado, requieren de las siguientes ob-
servaciones y lemas preliminares.
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Sean n,m enteros positivos y Z = (z(l) 22| ‘z(m)> € 2, donde
Z(j): <(()j)’z(1j)7"'7Z£1j_)2aZ£,j_)1) Eng+17 1§]§m

Para cada entero j, 0 < j < m, defina

a(J’):(f)f),zﬁj),...,z(f)z,o) y b(f):<0,o,...,0,zfj_)1).

n—

En este punto acordamos que si n = 1, entonces al/) =0y bl) = z(()j ) para todo 0 < j < m.

Con base a lo anterior, es claro que cada zU) puede ser expresado como zU) = all) 4 pU) Y,
en consecuencia, Z puede ser escrito como Z = A + B, donde

A:(a<1>|a<2>|---|a<m>) y B:(b<l>|b<2>|---|b<m>). (3.3)

Esta forma de escribir a Z también se ve reflejada en los términos r;(Z) que aparecen en su
representacion 2-ddica, es decir,

ri(Z) :Vl'(A —I—B) :r,-(A)GBri(B), Vi, 0<i<k. (3.4)

En particular, esto implica que
&l on(z) = <c’;*1 @rj(A)> ® (c’;f1 ®r,-(B)> . 0<j<k—1. (3.5)

Por otra parte, con el propdsito de simplificar y darle claridad a las demostraciones que
presentaremos mads adelante, para cualesquiera dos enteros m,n > 1 definimos los conjuntos

I(mn)={n—12n—1,3n—1,....mn—1}, (3.6)
J(m,n) =Zp \1(m,n). (3.7)

Con la introduccién de esta notacion, y basados en la definicién del producto de Kronecker, es
facil verificar que los vectores clj‘._1 ®ri(A),0<i<ky0<j<k-—1,tienen sus coordenadas

con indice en el conjunto / (2k_1m, n) iguales a cero. De igual modo, es facil convencerse de que
los vectores clj‘._1 ® ri(B) tienen sus coordenadas con ndice en el conjunto J (2K~ 'm, n) iguales

a cero. Por lo tanto, ya que los conjuntos (28~ 1m,n) y J(2¥~'m,n) son ajenos, la suma binaria
del lado derecho de las expresiones (3.4) y (3.5), puede ser reemplazada por la suma médulo 2°
del anillo Zys, s > 2. En especial, esto implica que la representacion 2-adica de Z sea la suma de
las representaciones 2-ddicas de A y B. Vale la pena aclarar que, en general, si x,y,2 € Zyi+1'y
X = y-+z, entonces la representacion 2-adica de x no siempre coincide con la suma componente
a componente ( sobre Z,+1) de las representaciones 2-ddicas de y y z.
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Lema 3.3.1. Sean k,m,n enteros positivos y sea Z =A+ B € 77}, donde A’y B son como en
la relacion (3.3). Entonces

(1) o(Z) =9(A)+o(B),
D(A) @ P(B).

©

by

N
I

Demostracion. Como se ha mencionado, los vectores cij ®1o(A) y ¢k~ @ ro(B) tienen sus

coordenadas con indice en 1(2¥~'m,n) y J(2=1m,n), respectivamente, iguales a cero. Siendo
los conjuntos I(2~'m,n) y J(2¥~'m,n) ajenos, se tiene que

Elon(Z) =l @A)+t o (B) e Zf ™.
Por otra parte, debido al Corolario 2.3.3 y a la relacién (3.4),
2 Kc’g—l ® rO(Z)> @B (cij ® rk(Z))} =X+7Y,

donde S [(C/(()_l ®r0(A)> DD (cllz:} ®rk(A)>]

Yy =2 [(c’g‘l ®r0(B)) @ (c’,:} ®rk(B)>} .

En consecuencia, ¢(Z) es la suma de

Akt @ro(A) +2[<c’5—1 Qr (A)) D ® (cﬁj} ®rk(A))] =¢(A)

ot @B +2(d onB) oo (i ens))] = o(B),

lo que finaliza la prueba de (1). De manera similar se demuestra (2). 0

Ademds de las relaciones entre los elementos §; = 142571, 8, = 1421 42k y L = 142K
mencionadas al inicio de esta seccion, se tienen las siguientes.

Lema 3.3.2. Sea k > 2. Entonces A8, = & y, en consecuencia, A& = 8. Ademds, si k = 2,
entonces 010, = A.

Demostracion. La demostracion se sigue de realizar un cdlculo directo. En efecto, note que
Ad = (1+29(1+27) = 1+27 28 4220

Como k > 2, se tiene que 2k — 1 > k+ 1 y, por lo tanto, 2¢*! divide a 2%~!. Esto implica que
A8 =142 142k = §, En consecuencia, dado que A2 = 1, multiplicando por A ambos lados
de A1) = &, obtenemos que 8; = A &,. Finalmente, si k = 2, entonces 01,0, y A son unidades
en Zg y, en consecuencia, son de orden 2. Asi, multiplicando por & ambos lados de A0; = &,
obtenemos que A 06,0, = 522 = 1. Esto implica que 8;8, = A~ = 1. O
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Para finalizar el predimbulo de esta Seccion, recuerde que para cualesquiera y,z € Zyk+1, con
representacion 2-adica

y=ro(y)+2r(y)+- +2(y),
z=ro(z) +2r1(2) + - +251(2),

se ha definido la operacién ®© como

YOz = (ro(y)ro(2)) +2(r1(y)r1(2)) + - + 25 (e (y) e (2)),

Esta operacion ha sido extendida a ng .1 de la siguiente manera (ver la relacion (2.21)):

Y ©Z = (ro(Y)*r0(2)) +2(r(Y) +r1(2)) + -+ 2(r(Y) % 14(2)),

donde Y = ro(Y) +2r(Y) +- - +257(Y), Z = ro(Z) +2r1(Z) + - - - + 251 (Z) estdn expresados

(13 2

en su representacion 2-adica 'y “x” es la multiplicacién coordenada por coordenada.

Teorema 3.3.3. Sean k > 2, n,m > 1 enteros, y € {8;,0} yA =1+ 2k Entonces

(po v}g{)m — v®2k—lmo (po n%@’)}/n (3.8)

Demostracion. Observe que es suficiente demostrar la relacion (3.8), digamos, para Y = ;.
Esto se debe a que, si probamos la relacién
2k—l
(povg?m =¥ mo@onfgf,
entonces, al aplicar nff"" en cada lado de la igualdad anterior, por la Proposicién 3.2.1, obtene-
mos
k—1
(pov?;’" = y¥? mo(pon%’z,

la cual corresponde al caso Y = & que faltaba. Por lo tanto, para demostrar el Teorema 3.3.3,
tinicamente probaremos la relacion (3.8) para y = ;. Para tal propdsito, note que en virtud del
Teorema 3.2.5, basta demostrar la siguiente relacion:

G®2k71m oo n((;’im — v®2k71m o@o n?;m (39)

k1 Ser1> 1< j < m, 'y expresemos a Z como

Sea Z = <z(1)]z(2)\ - ]z(’")> e 7" |, donde z\Y) € 7"
Z =A+ B, donde A y B son como en (3.3). Entonces, dado que ngx;m es un Z,k+1-automorfismo

mn
sobre ZJi" .,

ns"(Z) =ns"(A+B)=ng"(4)+ns"(B).
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Por otra parte, note que el vector A € ZJi, siempre tiene un cero en aquellas coordenadas

con subindice en el conjunto /(m,n) y, dado que la accién de n;?m es multiplicar por 0; a las
coordenadas con subindice en (m,n), se tiene que

ng"(4) = A.

De manera complementaria, note que el vector B € %), siempre tiene ceros en las coordenadas
con subindice en el conjunto J(m,n). Por lo tanto,

ns"(B) = &1B.
Por consiguiente,
(62 Mopong™)(2) = (62 "o @)(A+8B) = 6% " (p(A+81B)).
Por el Lema 3.3.1, o(A+ 6;B) = ¢(A) + @ (61 B) y, dado que 6®27'm &5 un Zy-automorfismo,
(6% "o pong™)(Z) = 6% " (p(A)) + 07 " (¢(81B)).

Ahora, puesto que el vector ¢(A) tiene ceros en las coordenadas con subindice en el conjunto
1(2¥='m, n), 1a siguiente relacion es valida

k—1 k—1
c®% (@A) = vEE "(p(A)).
Por otro lado, de la identidad (3) del Corolario 2.3.6, se sigue que
0(8,B) = (2" 'B) + ¢(B) + ¢(2*B®2B).

Como @(2K"1B) y ¢ (2B ®2B) tienen todas sus coordenadas en el ideal maximal de Zg4, se
tienen las siguientes relaciones:

G®2'm <(p(2k—lB>> — 2 m (q)(zk—lB)> :

o2 'm ((p(2k3®28)> = y&%'m ((p(2kB®ZB)> .

Ademids, dado que las coordenadas del vector @(B) cuyo subindice estd en J(2~'m,n) son
iguales a cero,

a2 (o(B)) = v¥2 " (—0(B)).
Consecuentemente,
“2 " (p(818)) = v " (9(2'B) — (B) + 9(2"B©2B))
= vE2 7 ((5,B)),
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donde la dltima igualdad queda justificada por el Corolario 2.3.6. De este modo,

a2 (p(A) + 9(81B)) = v (p(4)) + v (0(8,B))
= v (o(A) + @(5B)).

Finalmente, por el Lema 3.3.1, ¢(A) + ¢(5,B) = (p(ngi’" (Z)) y, por lo tanto,

k=1, m k—1
(G®2 ocpong ) (Z)= <v®2 mogoon(%’") (2),
lo que concluye la demostracidn. [

Recuerde que el principal objetivo de este apartado es especializar la relacion (1) del Teo-
rema 3.2.5 para las unidades y del grupo 1+ (2¥=1), donde k > 2. El Teorema 3.3.3 satisface
este objetivo para las unidades y € {61, 8}, y un caso particular del Teorema 3.2.5 establece la
relacién cuando y = 1. Por lo tanto, la unidad que falta contemplar es A = 1+ 2%, A continua-
cion, a partir del Lema 3.2.2, obtendremos una relacion particular para la unidad A. Mads atn,
deduciremos nuevas relaciones que son equivalentes entre si y equivalentes al Teorema 3.3.3,
en el sentido de que basta conocer alguna de ellas para deducir las otras.

Primero, recuerde que por la Proposicién 3.2.1, para cualesquiera enteros k,m > 1 y toda
unidad u de Z,+1,
v = g@Monim, (3.10)

Por lo tanto, usando (3.10) en la relacién (3.8) obtenemos que

(po(y@mon’}(/@m:G®2k71moni®12k71mo(pon§;’n (311)
Ademas, por la relacion (1) del Teorema 3.2.5,
poo®" = G®2k71m0(p (3.12)

y, en consecuencia,

k—1 k—1 k—1
G®2 _ G®2 m ®2

® ®
mo(poT]},m on*; mogooT]M’/". (3.13)
@2k . mok=lpy 2= 1mn -z . .
Dado que o 2y — L es una funcién biyectiva para todo n > 1, entonces
k—1 ., . . P I
o®2" M eg una funcién invertible y, por lo tanto, es valido cancelarla en la relacion (3.13),
obteniendo de esta manera

m k=1 m
pony" =nZf Mogomyy. (3.14)

Consecuentemente, hemos demostrado que el Teorema 3.3.3 implica la relacion (3.14).
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Reciprocamente, aplicando 6®27'm en el lado izquierdo de (3.14) obtenemos la relacién
(3.13), lo cual, por (3.12) y (3.10), nos conduce a la relacion (3.8). Esto quiere decir que la
relacién establecida en el Teorema 3.3.3 y la relacién (3.14) son resultados equivalentes, en-
tendiendo por equivalentes que basta conocer la relacion del Teorema 3.3.3 para determinar la
relacion (3.14), y viceversa.

Por otra parte, recuerde que por la Proposicion 3.2.1,
@m _ o @m 2 Om
My =M oMy
Por lo tanto, la relacién (3.14) puede ser escrita como:

@2k

1 m
pon, =0 Mogon;Mon,™ (3.15)

Ya que para todo k > 2, v es un elemento del subconjunto {01, 6, } de unidades de Z,+1, enton-
ces la aplicacién n&" : Z""  — 7" | esté bien definida y, de hecho, es la funcién inversa de
Y 2 2k+

nf?m. Por lo tanto, al aplicar nfﬁ”f en el lado derecho de (3.15) obtenemos

o =n"""oponim, (3.16)

Dado que la funcién nf@i" es su propio inverso, la identidad anterior puede formularse de la
siguiente forma:
@2 1m _ ®m
n- °cO=0¢om,.
Ademas, como la funcién ¢ : Z4 — Z4 es precisamente la funcidn identidad, entonces la relacion

(3.17) trivialmente se satisface para k = 1y, por lo tanto, hemos demostrado que para todos los
enteros k,mn>1y A = 1+2ke Lok+1,

(poni™) (2)= ("} ™o9)(2) VZeum,. (3.17)

Note que al aplicar la funcién n;?m a ambos lados derechos de la relacion (3.16) obtenemos
(3.15). Asi, la relacion (3.17) impica la relacion (3.14). En consecuencia, esta relaciones son
equivalentes entre si y, en efecto, al Teorema 3.3.3.

Finalmente, observe que al componer la relacion (3.17) con el corrimiento casi-ciclico de
indice 2~ 'm, obtenemos que

k—1 k—1
v®2 mO(P:G®2 mO(POn%)ma

lo que por la relacién (3.12) se puede expresar como:

v o0 = oM onIM = govim, (3.18)
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Mais atin, como antes, note que invirtiendo el sentido de nuestros argumentos, vemos que (3.18)
es equivalente la relacién (3.17) y, por ende, es equivalente (3.14) y al Teorema 3.3.3.

En resumen hemos demostrado el siguiente resultado, el cual establece que basta demos-
trar que cualquiera de las siguientes identidades y usar argumentos similares a los que hemos
presentado para obtener las otras relaciones.

Teorema 3.3.4. Sean n,m > 1 enteros, y € {81,8} y A = 1+ 2. Entonces:

1. Para todo k > 2,

om __ @2k m Qm
(povy =V o(ponM/.

2. Para todo k > 2,
k—1
(pon}?’" = ni@f mo(pon%ﬁ”.

3. Paratodo k > 1,

k—1
pony" =0 Mog.

4. Para todo k > 1,
Qov " = ve2imo g,

Vale la pena mencionar que la relacion (4) del teorema anterior es una generalizacién de la
identidad @ o v, = ve2 Tl ¢ establecida (implicitamente) en la demostracion del Teorema 8 de
[52], 1a cual fue la clave para describir propiedades de la imagen bajo @* de cédigos A-ciclicos
sobre Z1.

Del mismo modo que la relacién ¢* o vy = ve2lg ¢ fue usada [52] para estudiar propie-
dades de la imagen bajo ¢f de cédigos A-ciclicos sobre Zi+1, usaremos las relaciones demos-
tradas en esta seccion para describir (en los siguientes capitulos) propiedades de la imagen bajo
@* de c6digos A-casi-ciclicos y y-ciclicos sobre Zi:1, donde ¥ € {8;,5,}.

3.4. Relaciones particulares para la isometria ® de Gray

En esta seccion especializaremos la relacion (2) del Teorema 3.2.5 para las unidades y # 1
del grupo 14 2571y = {1,1 4+ 251 1 +2% 1 +2%=1 4+ 2K}, donde k > 2. Recuerde que en la
seccién anterior introducimos la siguiente notacién: 8; = 1 +2K1, & =14+2k-1 42k y A =
1+2,

Tomaremos como punto de partida las relaciones que se demostraron en los Teoremas 3.3.3
y 3.3.4. Procediendo con esta idea vemos que lo natural es aplicar la relacion ® = ¢ o @ a
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cada uno de esos resultados (ver la Proposicén 2.2.12). Asi, del Teorema 3.3.3 deducimos lo
siguiente:

Dovy"=govT Mogon, (3.19)

donde y € {61, 5}, k > 2. Del mismo modo, del Teorema 3.3.4 se obtienen las siguientes rela-
ciones:

Pond™ = ¢on?12"*1mo<po<p§<>;1, (3.20)
Ponim=gon Mog, (3.21)
ovi" = govi Mog. (3.22)

Sin embargo, estas igualdades estdn incompletas en el sentido de que en el lado derecho de cada
una de ellas no aparece la isometria ® de Gray. Por lo tanto, con el fin de completar cada una
de esas identidades, a continuacion presentamos expresiones que relacionan a la isometria ¢ de
Gray (sobre Z4) con la aplicacién n?i" y el corrimiento casi-negaciclico.

La siguiente permutacion sera util.

Sean m,n > 1 enteros. Sobre Iy, = {0,1,...,2mn — 1} defina la siguiente permutacion:
n:=m—1,(m+)n—1)2n—1,(m+2)n—1)---(mn—1,2mn—1). (3.23)
SeaT: IF%’"" — IF%’”” la permutacion inducida por 7, es decir, si Z = (20,21, - - ,Z2mn—1) € ]F%’””,
entonces
TC(Z) = (Zﬂ?(())?Zﬂ'(l)? e 7Z7r(2mn—1)) :

Por ejemplo, sim=3,n=2y Z = (z9,21,...,211) € F42, entonces 7 = (1,7)(3,9)(5,11) y, por
lo tanto,

(Z) = (2n(0)>2x(1)> Zn(2) Zn(3)> Zx(4)> Z2(5) » Zn(6) Zx(7)> Zx(8) »Z(9) Zx(10)» Z(11))
= (Z07Z77Z27Z9,Z47Z1 1 7267Z17Z8?Z37Z107Z5) .

Observe que si escribimos

Z = (20,21|22,23|24,25|26, 27|28, 29210, 211) ,

entonces la accién de la permutacién 7 sobre el vector Z consiste en intercambiar las dltimas
coordenadas de los primeros 3 vectores de longitud 2 con las dltimas coordenadas de los si-
guentes 3 vectores de longitud 2.

En general, si Z € F%’”” y escribimos a Z como la concatenacion de 2m vectores de longitud
n cada uno, entonces 7 intercambia las tltimas coordenadas de los primeros m vectores de
longitud n con las dltimas coordenadas de los segundos m vectores de longitud n. Por lo tanto,
las coordenadas de Z que son permutadas tienen subindice en el conjunto /(2m,n); mientras
que las coordenadas de Z que tienen subindice en el conjunto J(2m,n) permanecen fijas bajo la
accién de 7.



80 3.4. Relaciones particulares para la isometria ® de Gray

Proposicion 3.4.1. Sean m,n > 1 enteros. Entonces
(0on%) (2) = (o 9)(2),  VZezy"
donde T es la permutacion sobre ]F%m" inducida por la permutacion 7 definida en (3.23).

Demostracion. Escriba al vector Z € Zj" de la forma Z = A + B, donde A y B son como en
(3.3). Entonces
NeM(Z) =n%"(A+B) = n*"(A) +n“T"(B).

Dado que A tiene ceros en aquellas coordenadas cuyo subindice estd en el conjunto I(m,n), en-
tonces N (¢(A)) = ¢(A). Asimismo, ya que B tiene ceros en las coordenadas cuyo subindice

estd en el conjunto J(m,n), entonces 1°"(B) = —B = 3B. En consecuencia, las representacio-
nes 2-ddicas de n“"(A) y n®}*(B) son

nZ1(A) = ro(A) +2r1(B),

N (B) = ro(B) +2(ro(B) & r1(B)).

Por lo tanto, se sigue del Lema 3.3.1 que

(9on®") (2)=¢ (n*]"(A) +n=1"(B)) = ¢(A) © $(3B).
Ademads, por definicién, tenemos que
0(A) = (n(A)|r(A) & ro(A)) € F3™,
¢0(B) = (ro(B) & r1(B)|r1(B)) € F3"".

Observe que ¢(A) es un vector que tiene ceros en aquellas coordenadas cuyo subindice estd
en I(2m,n) y, por lo tanto, T(A) = A. De manera similar, note que ¢ (B) es un vector que tiene
ceros en las coordenadas con subindice en J(2m,n). En consecuencia, la accién de 7 sobre ¢ (B)
resulta en intercambiar sus dos mitades, es decir,

(¢ (B)) = (ri(B)&ro(B)|r(B)) = ¢(3B).
Asi,

)
=7(9(A)) ®7(9(B))
=7(¢(A)©¢(B))
=7(9(2)),

donde la ultima igualdad se sigue del Lema 3.3.1. [
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Como consecuencia inmediata de la Proposicién 3.4.1, tenemos el siguiente resultado, el
cual es la version para la isometria @ de Gray de las relaciones (2) y (4) del Teorema 3.3.4.

A ~ » k
Proposicion 3.4.2. Sean k,m,n > 1 enteros, A = 1+2 € Zok+1 'y T la permutacion sobre ]F% i
inducida por la permutacion

= (n—l (2k_lm—|—1)n—1> (2n—1 (2’<—1m+2)n—1>---(2’<—1mn—1 kan—1>.
Entonces
(1) ®ony" =Tod
(2) Paratodok>2yye{d1,5},
@on%m:ﬁquon%};”.

Demostracion. La primera relacion se sigue inmediatamente de (3.21) y la Proposicon 3.4.1; la
segunda es consecuencia de (3.20) y la Proposicion 3.4.1. 0

Una expresion que describa la accidon de evaluar a la isometria ¢ de Gray en el corrimiento
negaciclico fue demostrada en la Proposicion 3.4 de [54]. La prueba que aqui daremos de este
resultado difiere de la que fue presentada en [54].

Proposicion 3.4.3. Sea v el corrimiento negaciclico sobre 7} y & el corrimiento ciclico sobre
IF%” Entonces
pov=000.

Demostracion. Tomando k = m = 1 en la Proposicion 3.4.2, obtenemos
(9on-1)(2) = (o9)(2) VZeT
Esto implica que
(62 0¢pon_1)(Z2) = (6"0T09)(Z2) VZeZj.
Ademds, por la Proposicién 3.2.4, %20 ¢ = ¢ o 6 y, por lo tanto,
(9ov)(2)= (6200 @) (2) VZeIZi
De este modo, para finalizar la prueba, es suficiente probar que

(6¥%0X)(A)=0(A) VAE€F7".
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2
Sea A = (ag,...,an—2,an—1,0n,...,a20—2,a2,—1) € F5". Entonces

m(A) = (ao,...,an—2,a20—1,0n, - -.,a2n—2,0n_1)
y, €N consecuencia,
6®2(}E(A)) = (02n—17a07 ceeydp—2,0p—1,dpn,. .. 7a2n—2)7

lo cual es precisamente G (A). O

Es natural preguntarnos si el resultado anterior puede generalizarse para el corrimiento casi-
negaciclico de la siguiente manera: ¢ o yom — g@m o ¢, donde m > 1 es un entero. Basta un
ejemplo para mostrar que, en general, esto no es cierto.

Ejemplo 3.4.4. Sea m =2y considere al vector Z = (1,3,1,2,2,1) € Zg. Entonces

(pov®)(2)=¢(3,1,3,3,2,2) = (1,0,1,1,1,1,0,1,0,0,1,1)

¢(Z)=(0,1,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1).

Aplicando %2 a ¢(Z) obtenemos
(G®2O¢)(Z) =(0,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1),

lo cual resulta ser distinto de (¢ o v®?)(Z). Sin embargo, observe que al aplicar la permu-
tacién 7; = (0,9)(3,6) sobre los subindices de las coordenadas de (6%2 o ¢)(Z) se obtiene
(¢ 0 v®?)(Z), es decir, para el vector Z dado, la siguiente relacién es vélida: (¢ o v¥?)(Z) =

(T106%%09)(Z).

A continuacién presentaremos dos formas de generalizar la igualdad ¢ ov = o o @. La pri-
mera forma se sigue de la definicién de la funcion f©™ introducida en la seccién 1.1 de este
manuscrito.

Proposicién 3.4.5. Sean n,m > 1 enteros, v¥™ el corrimiento negaciclico de indice m sobre Z;
y 6®™ el corrimiento ciclico de indice m sobre IF%" Entonces

¢®m o v®m — G®m o ¢®m‘

Demostracion. Basta recordar que (f o g)®™ = f®™ o g®™ para cualesquiera funciones f y g
tales que la composicion f o g esté bien definida. [
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En los siguientes capitulos usaremos la identidad establecida en la Proposicion 3.4.5 para
relacionar de manera adecuada cédigos sobre Z4 con cédigos binarios.

La segunda forma de generalizar la relacién ¢ o v = ¢ o ¢ es usando la identidad ¢ o 6% =
0%% 0 ¢ (Proposicién 3.2.4). Ademds de esto, se requiere de la siguiente permutacién. Sea 7
la permutacion sobre el conjunto /5, definida como

7 = (0,(m+ 1)n) (n,mn) (2n,(m+3)n) (3n,(m+2)n)---
o (m=2)n,2m—1)n) ((m—1)n,(2m—2)n). (3.24)

Por ejemplo, si m =2 y n =3, entonces m; = (0,9)(3,6). Recuerde que en el Ejemplo 3.4.4
notamos que (¢ o v¥2)(Z) = (71 06%% 0 ¢)(Z), donde Z = (1,3,1,2,2,1) € Z8 y 7 es la per-
mutacion sobre IE‘%Z inducida por 7;. La siguiente afirmacion establece que esto no es una mera
coincidencia.

Proposicion 3.4.6. Sean n,m > 1 enteros. Entonces
doviP =060,
donde T, es la permutacién sobre IF%’"” inducida por la permutacion 1 definida en (3.24).

Demostracion. De la Proposicién 3.4.1 sabemos que ¢ o n?i" = 7o ¢, donde T es la permuta-
cién sobre IF%’"” inducida por la permutacién 7 definida en (3.23). Por lo tanto,

G®2mo¢on®m26®m0%0¢,

lo cual implica que
PovE" =c"MoTo0.

Asf, solo resta encontrar una expresion en términos de 6™ para la permutacién 62" o . Es
fécil convencerse de que (6%*"o ) (Z) = (1 0 6°™) (Z), donde Z € F3™" y T; es la permuta-
cioén sobre %’"" inducida por la permutacién 7 definida en (3.24). [

Como consecuencia de la Proposicion 3.4.6 tenemos la siguiente Proposicion, la cual es la
version para la isometria ® de Gray de los Teoremas 3.3.3 y 3.3.4.

~ ., k
Teorema 3.4.7. Sean k,m,n > 1 enteros, A = 142K € ZLiyk+1 'y T la permutacion sobre ¥ % mn
inducida por la permutacion 1 definida como

m=(0 @ mrin)(n 27mn) (20 @ mr3)n) (3n @ mr2n) -
(@ =2 @) (@ Im=1) @m—2)n) (325

Entonces
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~ k—1
(1) @ovy" =T 00" Mo,

(2) Paratodok>2yye{d,0}

Demostracion. La primera relacion es consecuencia de (3.22) y de la Proposicién 3.4.6; la
segunda se sigue de (3.20) y la Proposicién 3.4.6. [

A través de este capitulo hemos estudiado diferentes relaciones en las que se ven invo-
lucradas las isometrias ¢, ® de Gray y los distintos corrimientos Y-casi-ciclicos. Asimismo,
introducimos el Z,c+1-automorfismo 7y : ng o ng .1 y estudiamos sus relaciones con las
isometrias @, ® y los corrimientos y-casi-ciclicos. Cada una de estas relaciones formaran parte
fundamnetal de los siguientes capitulos, en los que describiremos propiedades de las imdgenes
bajo @ y ® de cédigos sobre Z,i+1. Estos serdn los principales resultados de este trabajo.



Capitulo 4

Imagenes de cédigos casi-ciclicos y (1 + 2¥)-casi-ciclicos

En el presente Capitulo investigaremos propiedades de casi-ciclicidad y casi-
negaciclicidad de las imagenes, bajo las isometrias ¢ y @ de Gray, de codigos
casi-ciclicos y (1 + 2F)-casi-ciclicos sobre Z;1. Introduciremos una isome-
tria @1, permutacion-equivalente a la isometria ® de Gray, que nos permitird
definir la isometria de Gray-Nechaev sobre Zy+1 y estudiar propiedades de
casi-ciclicidad de la imagen de Gray de cédigos (1 + 2%)-casi-ciclicos sobre
Zi+1. Incluiremos caracterizaciones de aquellos c6digos que son casi-ciclicos
y (1 +2%)-casi-ciclicos. En este tema, obtendremos resultados més especificos
para los c6digos que sean ciclicos y (1 + 2K)-ciclicos lineales de longitud im-
par sobre Zy+1. Varios de los resultados presentados en este apartado van en
la direccién de los trabajos [51,52,54,55]. En particular, demostraremos que
la imagen bajo ®; de un cédigo ciclico lineal de longitud impar sobre Z,i+1
es un cédigo binario casi-ciclico de indice 2~ 'n. Estos resultados generali-
zan las principales aportaciones de [52] y [54]. Ademads, como una aplicacién
de nuestras aportaciones, obtendremos propiedades de casi-ciclicidad y casi-
negaciclicidad de los cédigos de Reed-Muller ZRM(r, s) sobre Z4, donde s > 1
yre{0,1,2,s—1,s}.

4.1. Introduccidén

Los cédigos consta-ciclicos sobre campos finitos con p elementos (p primo impar), fueron
introducidos en [7] como una generalizacion de los cédigos ciclicos. En particular, en [7], para
los codigos negaciclicos se disefié un algortimo capaz de corregir todos los patrones de error
con peso de Lee t < |(p—1)/2], lo que hace interesante a esta clase de cédigos. Sin embargo,
dado que la métrica de Lee depende de la estructura del anillo, este algoritmo se restringe a los
campos finitos con p elementos. En consecuencia, los cédigos negaciclicos sobre anillos finitos,
e incluso sobre campos finitos con p” elementos, no recibieron mucha atencion.

No obstante, después de la realizacién de [23,40], en [54,55] los cédigos negaciclicos so-
bre el anillo Z4 tomaron un papel diferente. En [54, 55], se demostré que la imagen de Gray
de un cédigo negaciclico sobre Z,4 es un cédigo binario ciclico. Asimismo, se prob6 que los
cddigos negaciclicos lineales de longitud impar sobre Z4 estdn en correspondencia biyectiva
con los cédigos ciclicos lineales de la misma longitud sobre Z4, lo que establecié una rela-
cién entre cdédigos ciclicos lineales de longitud n impar y c6digos ciclicos binarios (no nece-
sariamente lineales) de longitud 2n, a través de la llamada isometria de Nechaev-Gray. Este
resultado explico satisfactoriamente el porqué los codigos de Kerdock, Preparata, entre otros,
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estan relacionados con cddigos ciclicos lineales de longitud impar sobre Z,4. Desde entonces,
codigos negaciclicos y, en general, c6digos consta-ciclicos sobre anillos finitos, han sido in-
vestigados por muchos autores en conexidon con cddigos casi-ciclicos sobre campos finitos
[8,9,13,21,29,33,35,50-52,56,57,59]. En particular, algunos de los resultados presentados en
[54,55] fueron generalizados en [51,52] para cédigos (1 + Zk)—ciclicos sobre Zii+1, k> 1.

El proposito de este capitulo es generalizar algunos de los resultados de [52] y [54] a la fa-
milia de c6digos (14 2¥)-casi-ciclicos de indice m > 1 y longitud mn sobre Ziyi+1. Por supuesto,
si m = 1, nuestros resultados permiten recuperar las aportaciones de [52] y, si ademds tomamos
k = 1, entonces obtendremos algunos de los principales resultados de [54].

El contenido de este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccién 4.2
investigaremos propiedades de casi-ciclicidad de las imdgenes, bajo las isometrias ¢ y ® de
Gray, de cédigos casi-ciclicos sobre Zi+1. En especifico, demostraremos que 6" C L3}, es un
cédigo casi-ciclico de indice m si y sélo si los c6digos @(%€') C Zikilmn y ®(%) C F2mn gon
cédigos casi-ciclicos de fndices 2~ 'm y 2%m, respectivamente. En la seccién 4.3 aplicaremos
los resultados de la Seccion 4.2 para obtener propiedades de casi-ciclicidad de los codigos de
Reed-Muller ZRM(r, s) sobre Za, donde s > 1 y r es un elemento del conjunto {0,1,2,s—1,s}.

En la Seccién 4.4 probaremos que un subconjunto & C Z7%, es un codigo (1 +2%)-casi-

ciclico de indice m si 'y sélo si (2) C Zik_lm" es un cédigo casi-negaciclico de indice 28~ !m.
Ademds, caracterizaremos aquellos cédigos que son casi-ciclicos y (1 4 2¥)-casi-ciclicos. En
particular, en la Seccién 4.5, enfocaremos nuestra atencién a los cdodigos ciclicos lineales de
longitud impar sobre Zy1 que son al mismo tiempo (1 +2F)-ciclicos y, en consecuencia, la
imagen bajo @ de estos codigos serd un cddigo casi-negaciclico. Sin embargo, en la busqueda
de resultados mds generales, en la Seccion 4.6, probaremos que la imagen, con respecto a la
isometria ¢, de un cédigo ciclico lineal de longitud impar, puede ser transformada a un cédigo
casi-negaciclico. En particular, esto generaliza la Proposicion 3.7 de [54].

En la Seccion 4.7 iniciamos el estudio de las propiedades de la imagen de Gray de los
c6digos (1 + 2K)-casi-ciclicos. Veremos que, si Z es un cédigo A-casi-ciclico, entonces ®(2)
no tiene propiedades de casi-ciclicidad pero que si es permutacidén-equivalente a un cédigo casi-
ciclico. Esto nos premite introducir una isometria ®; : 27, — F%k", permutacidn-equivalente a
la isometria & de Gray, y demostrar que & C Z7", es un codigo (14 2%)-casi-ciclico de indice

S k o oo . _
m si 'y s6lo si @1(2) C F2"™ es un cédigo casi-ciclico de indice 2%~!m. Consecuentemente,
probaremos que la imagen bajo ®; de un cédigo ciclico lineal de longitud impar sobre Zy+1 es
un cddigo binario casi-ciclico de indice 2k=1 Egto generaliza el Teorema 3.9 de [54].

Finalmente, en la Seccidn 4.8, estudiaremos la imagen de Gray-Nechaev de cddigos ciclicos
lineales de longitud impar sobre Z,+1. Una nueva caracterizacion de aquellos c6digos ciclicos
lineales que son a su vez (14 2¥)-ciclicos es obtenida via la permutacién de Nechaev.
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4.2. Imagenes de cédigos casi-ciclicos sobre Zi::

En esta secciéon emplearemos las relaciones del Capitulo 3 para estudiar propiedades de
casi-ciclicidad de los codigos @ (%) y ®(%), donde € es un codigo casi-ciclico de indice m > 1
y longitud mn > 1 sobre Z,i+1. Recuerde que un c6digo casi-ciclico es un cédigo y-casi-ciclico
con Y = 1. Resultados que estudien algunas propiedades de casi-ciclicidad de la imagen con
respecto a las isometrias @ y ® de cédigos y-casi-ciclicos, con y=A = 1 42, y=§; = 142K"1
y Y= 8 =1+ 2112k serdn abordados en los siguientes capitulos de este manuscrito.

Como una aplicacion del Teorema 3.2.5 se tiene otra aportacion de este trabajo, la cual hace
una conexion entre codigos casi-ciclicos de cualquier longitud sobre el anillo Z,i+1 y cédigos
casi-ciclicos de longitud par sobre Z4 y el campo F,.

Teorema 4.2.1. Para cualesquiera enteros k,m,n > 1y cualquier cédigo € de longitud mn
sobre Zy+1, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) € es casi-ciclico de indice m.
(2) @(€) es un cédigo casi-ciclico de indice 2*~'m y longitud 2*~'mn sobre 7.

és un co lgO inarito casi-cicltico de indice my ongltu mn.
3) ®(¥ 5digo binari -ciclico de indice 2*m vy longitud 2*

Demostracion. Observe que tomando Y = 1 en el Teorema 3.2.5 se obtienen las siguientes
relaciones

(po G®m — G®2k71mo (p (41)

k
Poc® =0 "o, 4.2)
Supongamos que ¢ es un cédigo casi-ciclico de indice m y longitud mn sobre Zi+1. Entonces,
de acuerdo a la ecuacion (4.1), se tiene que

0(%) = 9(c™(%)) = 6°* "(9(¥)), (4.3)

de donde se concluye que @(%) es un cédigo casi-ciclico de indice 2~ 'm y longitud 2%~ !mn.
Esto prueba que (1) implica (2). Supongamos ahora que ¢ (%) satisface el punto (2) del Teorema
4.2.1. Aplicando la isometria ¢ de Gray (sobre Z4) en ambos lados de la relacién (4.3), y

dado que ® = ¢ o ¢ (Proposicién 2.2.12), se tiene que P(¢) = (<p o G®2k71’") (p(€)). Como

k-1 k .
poc® M =c%""o¢ (Proposicién 3.2.4), entonces
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es decir, (%) es un cédigo binario casi-ciclico de indice 2¥m y longitud 2€mn. Asf, (2) implica
(3). Finalmente, supongamos que tenemos la condicién (3) del Teorema 4.2.1. Entonces

Note que de (4.2) se deduce que
c(@(€)) = B(07"(4)).

Asi, ®(€) = ©(6%™(€)). Dado que la isometria ® de Gray es inyectiva (Proposicion 2.1.9),
se concluye que ¢ = 0®™(%). Esto demuestra que (3) implica (1). O

Los siguientes ejemplos ilustran el Teorema 4.2.1 y se aprovechan para revisar algunos
aspectos referentes a la linealidad de los codigos ¢(%) y ®(%), donde € es un cédigo casi-
ciclico (no necesariamente lineal) sobre Z,c+1. Estas cuestiones tienen sentido pues, como se
ha mencionado, las aplicaciones ¢ y ® no son funciones lineales y, por lo tanto, ¢ (%) y ®(%)
pueden ser cédigos lineales o no, sin importar si % es lineal o no.

Para mayor claridad en la presentacion de los ejemplos, el vector (xg,x1,...,X,—1) € R" serd
escrito como xoxXj -« -+ Xp—1.

Ejemplo 4.2.2. Sean k =2, n =3, m = 1 y considérese al cédigo ¢ = {157,715,571} C Zg.
Obviamente % es un cddigo ciclico y, por lo tanto, se sigue del Teorema 4.2.1 que el cédigo
©(%) (resp. ®(€)) es casi-ciclico de indice 2 (resp. 4) y longitud 6 (resp. 12). Para constatar
esto, las correspondientes imdgenes de los elementos de 4" con repecto a ¢ y P son:

¢ ¢
157 — 133131 — 011010100 101

715 — 313113 — 101001010110
571 — 331311 — 110100001011

Ya que 000 ¢ €, los codigos @ (%) y ®(%') no son lineales. Asimismo, observe que ¢(%) y
® (%) no son codigos ciclicos. Por lo tanto, en este Ejemplo se presenta un cédigo ciclico no
lineal sobre Zg cuyas imdgenes, con respecto de las isometrias ¢ y ®, no son lineales ni ciclicas.

Ejemplo 4.2.3. Sean k,n,m como en el Ejemplo anterior y sea 4 = {000,444,555,111}. Cla-
ramente, este cddigo es ciclico. En consecuencia, por el Teorema 4.2.1, (%) y (%) son

cddigos casi-ciclicos de indices 2 y 4, y longitudes 6 y 12, respectivamente. Los elementos de
los codigos @(€) y (%) son:

¢ ¢
000 — 000000 — 000 000 000 000
111 — 111111 — 000000 111111
444 — 222222 — 111111111111
555 — 333333 — 111111000 000
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Como 555, 111 € € pero 555+ 111 = 666 ¢ ¢, este c6digo no es lineal. Sin embargo, es facil
verificar que los cédigos @(%’) y ®(%) son cédigos lineales. Ademads de esto, note que @ (%) es
un cédigo ciclico. Consecuentemente, ©(%’) también es casi-ciclico de indice 2 y longitud 12.
En resumen, este ejemplo presenta un c6digo no lineal sobre Zg cuyas imdgenes, con respecto
a las isometrias ¢ y @, son lineales. En el caso de la imagen bajo ¢ se tiene un cédigo ciclico y
en el caso de Gray se tiene un cédigo casi-ciclico de indice 2.

Los siguientes dos ejemplos son de cddigos ciclicos lineales de longitud 3 sobre Zg. La cons-
truccion de estos cédigos fue realizada por medio de los resultados presentados en la Seccién
1.1.3 de este trabajo. Siendo mds especificos, recuerde que si I es un ideal de Zg[x]/(x* — 1),
entonces existe una unica coleccion de polinomios ménicos y coprimos fo, f1, f2, f3 tales que
fofifafs =53 —1eI—(F1,2F2,22F3> dondeF fj + (x® —1)yfj (x* — 1)/ f;. Asimismo,
recuerde que si ¢ = P~1(I), donde P es la representacién polinomial, entonces a los polinomios
F1,2F2,2 F; les llamamos los generadores de €, es decir, € = <F1,2ﬁz,221?3>.

Anteriormente se establecié que la factorizacion de x> — 1 € Zg[x] como un producto de
polinomios ménicos, bsicos irreducibles y coprimos es x> — 1 = (x — 1)(x> +-x + 1). Defina
aj(x) =x—1lyay(x)=x>+x+1.

Ejemplo 4.2.4. Con la notacion previa, sean fo = a1(x), fi = 1,2 = a2(x) y f3 = 1. Entonces
Fy=ax(x),F; =0,F3 = a;(x) y F3 =0y, por lo tanto, € = (F1,2F2,22F3) (2a;(x)) es un
cédigo ciclico lineal de longitud 3 sobre Zg. Los elementos de % son:

602 404 466 062 620 206 440 044
646 664 000 260 224 422 026 242

Por el Teorema 4.2.1, el c6digo ¢(%) es casi-ciclico de indice 2 y longitud 6. Los elementos de
este cédigo son:

000000 002200 202202 200002 002020 002222 200222 200020
022022 020222 220220 222020 020002 020200 222200 222002

Note que los vectores 222200 y 222002 pertenecen al cédigo @ (%) y que su suma sobre Zg
es el vector 000202, el cual no pertence a ¢(%). Por lo tanto, ¢(%’) no es un cédigo lineal.
Asimismo, note que ¢(200002) = 220000 ¢ ¢ (%), lo cual implica que ¢(%’) no es un cédigo
ciclico. Por otro lado, sabemos del Teorema 4.2.1 que el cédigo ®(%) es casi-ciclico de indice
4 y longitud 12. Los elementos de ®(%’) son:

000000000000
001010001010
011011011011
010001010001

001100001100
001111001111
010111010111
010100010100

101101101101
100111100111
110110110110
111100111100

100001100001
100010100010
111010111010
111001111001
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Como antes, note que los vectores 111100111100 y 111001111001 estdn en el cédigo (%)
pero su suma binaria, el vector 000101000101, no pertenece a ®(%’). Por lo tanto, (%) no
es un c6digo lineal. Ademds, observe que ®(%’) no es un cédigo ciclico pues 100001100001 €
(%) pero ¢(100001100001) = 110000110000 ¢ D(€’). En conclusion, el actual Ejemplo,
presenta un codigo ciclico lineal € de longitud 3 sobre Zg tal que los codigos ¢(%) y ®(%) no
son lineales y tampoco ciclicos.

En los Ejemplos 4.2.2 y 4.2.4 presentamos dos cddigos ciclicos sobre Zg tales que sus
imagenes bajo ¢ y ® son cédigos que no tienen la propiedad de ser ciclicos. Esto implica que
la propiedad de ciclicidad no puede reemplazar a la propiedad de casi-ciclicidad del Teorema
4.2.1.

Ejemplo 4.2.5. Siguiendo con la notacion anterior, sean ahora fy = ax(x), fi = 1, f» = a;(x)
y f3 = 1. Con esta eleccién de los polinomios f;, construimos un cédigo ciclico lineal ¢ de
longitud 3 sobre Zg generado por F} = 0,F, = ax(x) y F3 = 0, es decir,

€ = (2a2(x)) = (2% +2x+2) C Zs[x] /(x> = 1).

Ya que % es ciclico, se sigue del Teorema 4.2.1 que los c6digos ¢(%€') y @(€) son casi-ciclicos
de indices 2 y 4, y longitudes 8 y 16, respectivamente. Los elementos de estos c6digos son:

¢ ¢
000 — 00000000 — 0000 0000 0000 0000
222 — 00002222 — 000011110000 1111
444 — 22222222 — 11111111 11111111
666 — 22220000 — 11110000 1111 0000

De aqui, es facil convencerse que los c6digos ¢ (%) y (%) son lineales pero no ciclicos.

Hasta este punto se han presentado algunos cddigos ciclicos sobre Zg para los que se ana-
liazaron propiedades de linealidad, y en los que también se ilustr6 que la condicién de casi-
ciclicidad no puede ser reemplazada por la propiedad de ciclicidad en las afirmaciones (2) y
(3) del Teorema 4.2.1. En el Apéndice A, el lector encontrard tablas de cédigos ciclicos de
longitudes 3, 5 y 7 sobre Zg, y longitudes 3, 5 sobre Zg, en las que también se calculan sus
pesos homogéneos y se sefialan cudles de ellos son cddigos optimos. Aqui, codigo ptimo sig-
nifica que no esxiste otro cddigo de la misma longitud y cardinalidad que tenga mayor distancia
minima.

Por los ejemplos anteriores, tiene sentido preguntarse qué propiedades debe tener un c6digo
¢ (lineal o no) sobre Zy1 para que los codigos @(%€') y ®(€) sean lineales. Para el caso de
codigos lineales sobre Z4, el Teorema 5 de [23] presenta una condicién necesaria y suficiente
para que esto suceda. Una generalizacion al anillo Z,«.1 del Teorema 5 de [23] es presentada
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en [51] y, por lo tanto, en este material no estudiaremos qué condiciones son necesarias o sufi-
cientes para que las imdgenes bajo ¢ y ® sean lineales. Sin embargo, vale la pena mencionar
que muy poco se sabe de este problema cuando el anillo es de Galois o finito de cadena. Un
reciente trabajo relacionado con este tema es [36], el cual es una continuacién de [35]. No obs-
tante, nuestro interés al presentar en los Ejemplos 4.2.2 - 4.2.5 un breve andlisis de la linealidad
y ciclicidad de los cédigos @(%) y ®(%), es para ejemplificar en las futuras secciones que es
posible conseguir “buenas propiedades” en los c6digos ¢(%) y (%) (tales como la linealidad
o ciclicidad) si en lugar de considerar inicamente a los c6digos ciclicos, consideramos también
a los cédigos y-ciclicos o y-casi-ciclicos, donde ¥ # 1 es una unidad en el anillo Z1.

Por otra parte, seguramente el lector ya se percaté que no se presentd un ejemplo de un
codigo ¢ tal que @(%’) sea lineal y @(%) no lo sea (o viceversa). Por el Teorema 4.11 de [52],
existe un c6digo no lineal que ilustrara este hecho para las isometrias ¢ y de Gray introducidas
en ese trabajo. Dado que las isometrias ¢* y de Gray introducidas en [52], y las isometrias @ y
& que hemos definido en este trabajo son equivalentes, los resultados de [52] también aplican
para @ y ®. Por lo tanto, por el Teorema 4.11 de [52], podemos afirmar que existe un cédigo no
lineal ¥ tal que @ (%) sea lineal pero que ®(%’) no lo sea (o viceversa).

4.2.1. Dos ejemplos especiales

Los Ejemplos 4.2.2 - 4.2.5 ilustran el Teorema 4.2.1 para algunos cddigos ciclicos. Sin em-
bargo, la imagen de Gray, asi como la imagen con respecto a la isometria ¢ de estos c6digos no
son cédigos sobresalientes. En esta seccion, presentaremos dos codigos lineales sobre Z,4, uno
ciclico y el otro casi-ciclico de indice 2, tales que sus imdgenes de Gray son, respectivamente,
el cédigo extendido de Hamming 7%, (3) y el cédigo binario de Reed-Muller de segundo orden
y longitud 16, denotado como RM(2,4).

Debido a que los cédigos que presentaremos estan definidos sobre Zy4, inicamente hablare-
mos de la imagen de Gray de esos cddigos, pues la isometria ¢ es la funcién identidad sobre
Zi;. Asimismo, nos referiremos al peso de Lee, @, en lugar del peso homogéneo ya que estas
funciones coinciden sobre Z,.

Ejemplo 4.2.6. Recordemos que el cédigo
% ={o(1111)4 B(0202) +v(0022) : a,B,y € Zs}

del Ejemplo 1.2.1 es un cddigo ciclico lineal sobre Z,4, de cardinalidad 16 y peso minimo de
Lee @ (%) = 4. Laimagen de Gray de €y es el siguiente c6digo binario de longitud 8, el cual,
por el Teorema 4.2.1, es casi-ciclico de indice 2:

0(6n) = {9(Z) : Z=a(1111)+B(0202) +¥(0022), @, B,7 € Zy}.
Ya que $(0202) =28(0101),y(0022) = 29(0011), se sigue del Lema 2.3.4 que

¢(n) = {o(a(1111)) ® ¢(B(0202)) & ¢(7(0022)) : a,B,y € Z4}.
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En otros términos, la relacion anterior quiere decir que ¢ (6% ) es el conjunto de todas las combi-
naciones lineales de los elementos ¢ (a(1011)), ¢(B(0203)), ¢(y(0022)), ¢, B,y € Z4. Obvia-
mante, podemos eliminar los casos o € {0,3} y B,y € {0,2,3} ya que ¢(0000) = 0000 0000 y
0(3g) = ¢(g) ® ¢(2g) (Lema 2.3.4). Con base en estas observaciones, concluimos que ¢ (6x)
es un codigo binario lineal de longitud 8 generado por los vectores ¢(1111) = 0000 1111,
¢(0022) = 0011 0011, ¢(0202) = 0101 0101 y ¢(2(1111)) = 1111 1111. Ya que estos vecto-
res son linealmente independientes sobre [, tenemos que ¢ (%% ) es un [8,4,4] cédigo binario
casi-ciclico de indice 2.

Observe que ¢ (1111) = ¢j, $(0022) = 3, $(0202) =3 y ¢(2(1111)) = 3. Recuerde que
los vectores c;‘ se introdujeron en el Capitulo 2 para definir la isometria de Gray y que éstos
forman una base del c6digo binario de Reed-Muller de primer orden RM(1,3). Asi, el Ejemplo
4.2.6, muestra que el cédigo RM(1,3) es la imagen de Gray de un cédigo ciclico lineal de
longitud 4 sobre Z4. También, recuerde que en la Seccion 2.1.1, se defini6 el codigo RM(1, k)
de Reed-Muller de primer orden como el cédigo dual del c6digo binario extendido de Hamming
H,(k), es decir, RM(1,k) = #,(k)*. Para el caso k = 3, tenemos que el cédigo ¢ (€y) =
RM(1,3) = .%#,(3)". Esta observacion es un caso particular del Teorema 7 de [23]; resultado al
cual recurriremos mds adelante para obtener propiedades de casi-ciclicidad de algunos c6digos
definidos sobre Z4.

Por otro lado, es conocido que el [8,4,4] c6digo binario extendido de Hamming .77 (3)
es auto-dual. Esto implica que ¢ (%) = RM(1,3) = J%(3) y, en consecuencia, ¢ (%y) es un
codigo binario auto-dual y casi-ciclico de indice 2. Es importante sefialar que los c6digos auto-
duales son importantes desde el punto de vista tedrico y practico [42,43]. En especial, son de
particular interés aquellos cddigos binarios auto-duales tales que el peso de Hamming de cada
vector en el codigo sea un multiplo de 4. Estos cédigos son conocidos en la literatura como
codigos doblemente pares o de Tipo Il y son dificiles de encontrar. Es notable en la teoria de
cédigos que el inico cddigo binario doblemente par de longitud 8 es el cédigo .72, (3) (cf. [42]).
Finalmente, debemos mencionar que también es conocido que el c6digo s%,(3) es 6ptimo, en
el sentido de que no existe otro cddigo binario lineal de longitud 8 y dimensién 4 con mejor
distancia minima. Mds atn, este codigo es unico, salvo equivalencia. Todas estas caracteristicas
hacen que el c6digo ¢ (%) = RM(1,3) = J%,(3) sea uno de los codigos mds sobresalientes en
la teoria de codigos.

Ejemplo 4.2.7. Sea ZRM(2,4) el cédigo lineal de longitud 8 sobre Z4 generado por los si-
guientes vectores: go = 1111 1111, g; =0000 1111, go = 0011 0011, g3 = 0101 0101, g4 =
0000 0022, g5 = 0000 0202 y g = 0002 0002. Del Ejemplo 1.2.2, sabemos que este codigo
tiene cardinalidad 2!" y distancia minima de Lee @y (ZRM(2,4)) = 4. Asimismo, sabemos que
este codigo no es ciclico pero que si es casi-ciclico de indice 2 (Ejemplo 1.2.2). Por lo tanto, por
el Teorema 4.2.1, la imagen de Gray de ZRM(2,4) es un c4digo binario casi-ciclico de indice 4
y longitud 16, el cual queda descrito como el siguiente conjunto:

¢(ZRM(2,4)) = {([)(Z) : Z=apgo+a1g1+--+aegs, a; € Z4}.
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Observe que g4 = 281 % g2, 85 = 281 %83 Y &6 = &2 * g3, donde “x” denota la multiplicacion
coordenada por coordenada. Usando esta observacion y, aplicando sucesivamente el Lema 2.3.4,
es posible demostrar que para todo Z = apgo +a1g1 + - - + asge € ZRM(2,4),

O(Z) = ¢(bogo) DO (b181) © - D d(begs),

donde by = ag, bi = a;+2apa; para 1 <i<3,by =ag+ayar, bs =as+ajaszy bg = ag+azas.
Note que para ag fija, las aplicaciones a; — a; + 2apa; son inyectivas sobre Z4. De igual modo,
note que para escalares ay,a»,a3 € Z4 fijos, las aplicaciones a4 — a4 + ajaz, as — as +aja3
y ag — ag + arap son también permutaciones sobre Z4. Consecuentemente, si hacemos variar
los escalares a; sobre Z4, entonces hacemos variar los escalres b; sobre Z4. Por lo tanto, cada
elemento de ¢(ZRM(2,4)) es una combinacion lineal de los vectores ¢ (b;g;) y, en consecuen-
cia, la imagen de Gray de ZRM(2,4) es un c6digo binario lineal. Para encontrar una base de
¢ (ZRM(2,4)), no es necesario considerar a los vectores ¢ (b;g;), donde b; € {0,3}, como gene-
radores del cdigo. En consecuencia, ¢ (ZRM(2,4)) es el conjunto de todas las combinaciones
lineales de los siguientes vectores:

¢(2g0) =11111111 1111 1111 ¢ (g6) = 0000 0011 0000 0011

¢(2g1) = 0101 0101 0101 0101 ¢(g0) = 00000000 1111 1111

¢(2g2) = 001100110011 0011 ¢(g1) = 0000 0000 0101 0101
¢(g3) = 0001 0001 0001 0001 ¢ (g2) = 0000 0000 0011 0011

¢(2g4) = 0000 1111 0000 1111 ¢ (g4) = 0000 0000 0000 1111
¢(gs) = 0000 0101 0000 0101

Ya que estos vectores son linealmente independientes y |[ZRM(2,4)| =21, se sigue que el con-
junto ¢(ZRM(2,4)) es un [16,11,4] cédigo binario lineal casi-ciclico de indice 4. De acuerdo
a las tablas de Markus Grassl [18], este c6digo es ptimo. Més aidn, ¢(ZRM(2,4)) es el mejor
cddigo binario lineal de longitud 16 y distancia minima de Hamming igual a 4 que se conoce.
Es decir, la cardinalidad de cualquier otro cdigo lineal de longitud 16 y distancia minima de
Hamming igual a 4, es menor o igual a 2'!. En la siguiente secci6n, veremos que ¢ (ZRM(2,4))
es precisamente el cédigo de Reed-Muller de segundo orden, el cual, es comunmente denotado
por RM(2,4).

Los Ejemplos 4.2.6 y 4.2.7 dejan en claro que son de interés aquellos c6digos que se pueden
construir como imagenes de Gray de cddigos lineales sobre anillos finitos. En particular, los
anteriores ejemplos ilustran la existencia de buenos c6digos obtenidos como imégenes de Gray
de cddigos casi-ciclicos. Asi, en la busqueda de c6digos con buenos pardmetros obtenidos como
la imagen de la isometria de Gray, se deben considerar a los c6digos casi-ciclicos. Esto justifica
el hecho de proponer una generalizacion de [51,52] a la familia de c6digos casi-ciclicos.

Otros cédigos que han sido construidos como la imagen de Gray de cddigos lineales so-
bre anillos son los cédigos binarios (no lineales) de Kerdock, Preparata, Nordstrom-Robinson



94 4.3. Casi-ciclicidad de los cédigos de Reed-Muller sobre Z4

Goethals, Delsarte-Goethals, etcétera [23], los cuales tienen mejores pardmetros que cualquier
otro c6digo comparable con tales cédigos. Estos resultados han motivado un amplio estudio en
la teoria de codigos sobre anillos finitos y, en particular, en las propiedades de las imagenes de
Gray de codigos definidos sobre anillos finitos. Debido a la importancia de estos temas en la
Teoria de Cdodigos, es comtn encontrar en la literatura la siguiente terminologia.

Un cédigo € de longitud 2~ 'n sobre Z, es llamado Zyk+1-lineal si es permutacion equi-
valente al codigo (&) para algin cédigo lineal & de longitud n sobre Z,ii1 [51]. De manera
similar, se dice que un cédigo binario 2 de longitud 2%z es Zni+1-lineal si es permutacion equi-
valente a la imagen de Gray de un cédigo lineal de longitud n sobre Z,ii1. Por ejemplo, el
[8,4,4] cédigo binario extendido de Hamming (Ejemplo 4.2.6) y el cédigo de Reed-Muller de
segundo orden RM(2,4) son Zy4-lineales.

Vale la pena mencionar que encontrar condiciones necesarias y suficientes para que un co-
digo (binario o sobre Zj4) sea Zy+1-lineal es un problema dificil pues, entre otras cosas, las
isometrias @ y ® no son funciones lineales. En esta direccion, el Teorema 6 de [23] da una
condicién necesaria y suficiente para que un cédigo binario sea Z4-lineal. Para el caso de codi-
gos sobre Zg, condiciones necesarias y suficientes para que un cédigo binario sea Zg-lineal son
dadas en la Proposicién 4 de [11]. Una generalizacién a los anillos de enteros médulo 24*! es
dada en [51]. Sin embargo, muy poco se sabe cuando el codigo esta definido sobre un anillo de
Galois, o de manera mds general, sobre un anillo finito de cadena o de Frobenius.

4.3. Casi-ciclicidad de los cédigos de Reed-Muller sobre Z4

Los cédigos binarios de Reed-Muller es una familia de codigos lineales descubiertos por
Irvin S. Reed y David. E. Muller en 1954. Aunque estos codigos tienen distancia minima re-
lativamente pequeia, en la practica son importantes debido a que pueden ser implementados y
decodificados facilmente. Esto ha originado que algunos de estos cddigos hayan sido usados o
propuestos para diviersas aplicaciones en comunicaciones inaldmbricas y del espacio exterior
(cf. [4,41,53]). Asimismo, estos codigos son de interés matemadtico ya que estan relacionados
con geometrias afines y proyectivas (cf. [2, 10]).

Para todo entero s > 0, existen s+ 1 c6digos binarios de Reed-Muller de longitud 2°. Cada
uno de estos cédigos es denotado como RM(r,s), donde 0 < r < s, y llamado el cddigo de
Reed-Muller de orden r y longitud 2°. Estos c6digos se pueden definir de diversas formas. Por
conveniencia, en este manuscrito, hemos escogido usar la definicién recursiva basada en la
construccion (u|u+v) (cf. [7,27,38,45]).

Los cdigos RM(0,s) y RM(s,s) son definidos, respectivamente, como el cédigo de repeti-
cién de longitud 2° y el espacio IF3 , es decir, RM(0,s) = {(0)2s, (1)2:} y RM(s,s) = F3', donde
(a); denota al vector cuyas / coordenadas son todas iguales a a. Si 0 < r < s, entonces el cédigo
binario de Reed-Muller RM(r,s) se define como la construccién (u|u+v) de RM(r,s — 1) y
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RM(r—1,s — 1), es decir, RM(r,s) = {(u|lu®v) :u e RM(r,s— 1),y e RM(r—1,5s—1)}. Ob-
serve que en la anterior definicién hemos usado el simbolo “&” en lugar de “+”. Esto lo hemos
hecho para enfatizar que la suma de los vectores en los c6digos RM(r,s — 1) y RM(r—1,5s—1)
es la suma binaria.

Ya que los cédigos RM(0,s) y RM(s,s) son c6digos lineales, se sigue que para todo 1 <
r <s, el cddigo RM(r,s) es lineal. Claramente, la matriz G(0,s) = (11 --- 1) de orden 1 x 2°
es la Unica matriz generadora de RM(0,s). Por otra parte, cualquier matriz G(s,s) de orden
2% x 2° cuyos renglones formen una base de F%s es una matriz generadora de RM(s,s). Una vez
que se han construido matrices generadoras para RM(0,s) y RM(s, s), la construccién (u|u + v)
permite obtener recursivamente una matriz generadora para el c6digo RM(r,s) de la siguiente

forma:
G(rs—1)  G(r,s—1)
Grs) = ( 0 G(r—1,s—1)

donde 0 es la matriz de ceros. Por ejemplo, si tomamos s =4y r = 2, entonces

[ G(2,3) G(2.3)
G(2’4>—< 0 G(1,3)>'

La matriz G(1,3) genera al cédigo RM(1,3) cuya base es ¢ = 00001111, ¢} = 00110011,
c3 =01010101 y ¢ = 1111 1111. Asf, para construir G(2,4), resta conocer la matriz G(2,3).
Esta dltima es:

), 1<r<s,

1111
0101
0011
> = 0001
0000

0000 | 0101
0000 | 0011

Observe que no hemos elegido a la matriz identidad de orden 4 x 4 como matriz generadora del
cédigo RM(2,2). La eleccion ha sido realizada de tal forma que se tenga lo siguiente:

1111
0101
0011
0001
1111

1111 1111 | 1111 1111 ¢(250)
01010101 | 0101 0101 0(2g1)
00110011 | 00110011 0 (g3)
0001 0001 | 0001 0001 0(g3)
0000 1111 | 0000 1111 0(2g4)
G(2,4 00000101 | 00000101 | = | ¢(gs)
0000 0011 | 0000 0011 0(g6)
0000 0000 | 1111 1111 0(g0)
0000 0000 | 0101 0101 0(g1)
0000 0000 | 0011 0011 0(g2)
0000 0000 | 0000 1111 0(g4)
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donde ¢ es la isometria de Gray sobre Z4 y los vectores g; son aquellos que fueron definidos en
los Ejemplos 1.2.2 y 4.2.7. Esto muestra que RM(2,4) = ¢(ZRM(2,4)), tal como se afirmé en
el Ejemplo 4.2.7.

Actualmente, se tienen varios resultados relacionados con estos cédigos (cf. [23,27,38,57]).
En particular, se conoce que RM(s — r — 1,s) = RM(r,s)*. Asimismo, en [23] se prueba que
los c6digos RM(r,s), donde r € {0,1,2,s — 1,5}, son Z4-lineales. Con el propdsito de enunciar
formalmente este resultado, necesitamos introducir a la familia ZRM(r,s) de cddigos de Reed-
Muller sobre Z4.

Para todo s > 1, en [23] se definen los codigos de Reed-Muller ZRM(0,s) y ZRM(s, s)
sobre Z4 como ZRM(0,s) = {(0)y1,(2)ss-1} y ZRM(s,s5) = ZA%H. Si s > 2 es un entero y
r € {1,2,s — 1}, entonces el cédigo ZRM(r,s) se define como el cédigo lineal sobre Z4 ge-
nerado por los vectores contenidos en el cddigo binario de Reed-Muller RM(r — 1,5 — 1) y
el conjunto 2RM(r,s — 1), donde este dltimo denota al cédigo sobre Z4 que resulta de mul-
tiplicar por 2 € Z4 a cada vector binario en el c6digo RM(r,s — 1). Por ejemplo, si s = 3
y r = 1, entonces ZRM(1,3) es el cédigo generado por el c6digo binario de Reed-Muller
RM(0,2) = {0000, 1111} y el c6digo

2RM(1,2) = 2{0000, 1001,1100,0101,0110,0011, 1010, 1111}
= {0000,2002,2200,0202,0220,0022,2020,2222}.

Eliminando los términos redundantes (por ejemplo, 2222 es un multiplo de 1111) obtenemos
que ZRM(1,3) es generado por los vectores 1111,0022,0202. Los elementos de ZRM(1,3) son

0000 1111 2222 3333 0202 1313 2020 3131
0022 1133 2200 3311 0220 1331 2002 3113

y, por lo tanto, ZRM(1,3) es el cédigo € de los Ejemplos 1.2.1 y 4.2.6, cuya imagen de Gray
es el cédigo de Reed-Muller RM(1,3).

Por su parte, el c6digo ZRM(2,4) estd generado por los vectores del cédigo de Reed-Muller
RM(1,3) C Zi y los vectores del codigo 2RM(1,3) C Zi. Como una base del codigo binario
RM(1,3) estd formada por los vectores 1111 1111, 0101 0101, 0011 0011 y 0000 1111 y, dado
que una base de RM(2,3) C I} estd formada por los vectores que estdn en la base de RM(1,3)
y los vectores 0001 0001, 0000 0011 y 0000 0101, entonces el cédigo ZRM(2,4) estd generado
por go = 11111111, gy =0000 1111, go = 0011 0011, g3 = 0101 0101, g4 = 0000 0022, g5 =
0000 0202 y g = 0002 0002. Como el lector recordard, estos vectores son los generadores del
codigo presentado en los Ejemplos 1.2.2 y 4.2.7, cuya imagen de Gray es el cddigo de Reed-
Muller RM(2,4).

En general, se tiene el siguiente resultado (cf. [23]).

Teorema 4.3.1. El cddigo de Reed-Muller RM(r,s), donde s > 1y r € {0,1,2,s—1,s} es la
imagen de Gray de ZRM(r,s), es decir, para todos los valores de r mencionados, los cddigos
binarios de Reed-Muller RM(r,s) son Z4-lineales.
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Tal como se observd en los Ejemplos 1.2.1, 1.2.2, 4.2.6 y 4.2.7, los cédigos de Reed-
Muller sobre Zy4 y los c6digos binarios de Reed-Muller tienen propiedades de ciclicidad y casi-
ciclicidad. Motivados por estas observaciones, en esta seccion estamos interesados en estudiar
propiedades de ciclicidad y casi-ciclicidad de los cédigos RM(r,s) C F3 y ZRM(r,s) C ZjH,
donde s > 1y re{0,1,2,5—1,s}. A diferencia de esos ejemplos, ahora estudiaremos pro-
piedades de ciclicidad y casi-ciclicidad de los c6digos RM(r,s) y, como consecuencia de este
hecho, obtendremos propiedades de ciclicidad y casi-ciclicidad de los c6digos ZRM(r,s), lo
que derivara en una aportacién mas de este trabajo.

Claramente, por definicién, RM(0, s) es un cédigo casi-ciclico de indice 2 para cualesquiera
enteros s, talesque s > 1y 0 <t <s— 1. Consecuentemente, por la Proposicién 1.2.3, el cédigo
RM(s — 1,s) = RM(0,s)*, es un cédigo casi-ciclico de indice 2’ para cualesquiera enteros s,
tales que s > 1y 0 <7 < s— 1. También, es claro que para todo s > 1, el c6digo RM(s,s) = IE?‘%Y
es casi-ciclico de indice 2/, 0 < < s— 1. Asi, los dnicos casos que nos quedan por describir
sonr=1,2ys>3.

Teorema 4.3.2. Sea s > 3 un entero. Entonces el cédigo binario de Reed-Muller RM(1,s) es
casi-ciclico de indice 2°~% pero no es casi-ciclico de indice 2!, para cualquier entero t tal que
0<t<s—3.8is>4, entonces RM(2,s) es casi-ciclico de indice 252 pero no es casi-ciclico
de indice 2', para cualquier entero t tal que 0 <t <s— 3.

Demostracion. Demostremos por induccion sobre s la afirmacién que se ha hecho para el c6-
digo RM(1,s). En el Ejemplo 4.2.6 mostramos que RM(1,3) es un cédigo casi-ciclico de in-
dice 2372, Ahora, note que RM(1,3) no es un cédigo casi-ciclico de indice 20 es decir, no
es ciclico pues 0000 1111 € RM(1,3) pero (0000 1111) = 1000 0111 ¢ RM(1,3). De aqui
que la situacion para s = 3 queda establecida. Supongamos, ahora, que s > 3 y que RM(1,s)
es casi-ciclico de indice 252 pero que no es casi-ciclico de indice 2/, 0 <r < s — 3. Sea
z=(ulu®v) € RM(1,s+1), donde u € RM(1,s) y v e RM(0,s). Entonces

6“7 (2) = (6" (W) (W@ ().

Por hipétesis de induccién, u; = G®2s_2(u) € RM(1,s) y, como RM(0,s) es casi-ciclico de
indice 2°~2, entonces también se tiene que vi = 6= (v) € RM(0,s). Por lo tanto,

%27 (2) = (uyJuy ®v1) € RM(1,5+1).

Esto quiere decir que RM(1,s+ 1) es casi-ciclico de indice 2°~! = 2(5+1)=2 Veamos ahora que
RM(1,s+ 1) no es casi-ciclico de indice 2/, donde 0 <7 < s — 2. Supongamos lo contrario, es
decir, supongamos que RM(1, s+ 1) es casi-ciclico de indice 2/, para algint € {0,1,...,s—2}.
Si t = 0, entonces RM(1,s+ 1) es ciclico, lo cual implica que el vector 10---0 € RM(1,s).
Pero esto es imposible ya que todo elemento de RM(1,s), distinto de (0)2s y (1)s, tiene peso
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de Hamming par (Lema 2.1.3). De este modo, obtenemos que 0 < ¢t < s — 2. Ahora, como para
todo u € RM(1,s) se tiene que (u|u) € RM(1,s5+ 1), entonces

™% (ulu) = (o®2’”<u)|o®2“(u>) e RM(1,5+1).

Pero esto implica que 62~ (1) € RM(1,s). Dado que la eleccién de u € RM(1,s) fue arbitraria,
se concluye que RM(1,s) es un cédigo casi-ciclico de indice 2!, donde 0 <r—1<s5—3
(contradiccién). Por lo tanto, RM(1,s+ 1) no es casi-ciclico de indice 2/, donde 0 <t < s — 2.

La demostracion de la afirmacién del Teorema 4.3.1 para el cédigo RM(2,s) es similar a la
prueba de RM(1,s) y, por lo tanto, la omitimos. O

Aunque nuestro interés se concentra en los c6digos RM(r,s) donde r € {0,1,2,s — 1,5},
como otra aplicacién directa del Teorema 4.3.1 y la Proposicion 1.2.3 (que establece que el
codigo dual de un cddigo casi-ciclico es un codigo casi-ciclico), obtenemos propiedades de
casi-ciclicidad para los cédigos duales de RM(1,s) y RM(2,s).

Corolario 4.3.3. Si s > 3 es un entero, entonces el cédigo binario RM(s —2,5) = RM(1,s)+
es un cédigo casi-ciclico de indice 2°~% pero no es casi-ciclico de indice 2!, para 0 <t < s —3.
De igual forma, si s > 4, entonces el cédigo binario RM(s — 3,s) = RM(2,5)" es un cédigo
casi-ciclico de indice 252 pero no es casi-ciclico de indice 2!, para 0 <t < s—3.

Cabe mencionar que en [19] se prueba que, en general, los c6digos RM(r, s) son casi-ciclicos
de indice 2°~2 pero que no son casi-ciclicos de indice 2°~3. Los Teoremas 4.3.1 y 4.3.3 respaldan
ese resultado para los c6digos RM(r,s), donde s >4y re€ {1,2,5s—2,5— 3}, y afiaden que estos
codigos no pueden ser casi-ciclicos para algun otro indice.

Como una aplicacion de los Teoremas 4.2.1 y 4.3.1, deducimos algunas propiedades de
casi-ciclicidad de los cédigos ZRM(r,s). Obviamente, ZRM(0,s) y ZRM(s,s) son ciclicos y
casi-ciclicos de cualquier indice.

Teorema 4.3.4. Sea s un entero.

(1) Sis>2, entonces ZRM(s —1,s) es casi-ciclico de indice 2' y longitud 2°~1, 0 <t < s—2.
En particular, ZRM(s — 1,s) es un cddigo ciclico sobre Zy.

(2) Si s> 3, entonces ZRM(1,s) es casi-ciclico de indice 2°73 y longitud 2°~'. Ademds, si
s > 4, entonces ZRM(1,s) no es casi-ciclico de indice 2', 0 <t < s—4.

(3) Si s> 4, entonces ZRM(2,s) es casi-ciclico de indice 23 y longitud 2°~', pero no es
casi-ciclico de indice 2!, 0 <t < s —4.
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Demostracion. (1). Sea s > 2. Entonces RM(s — 1,5) es un c6digo casi-ciclico de indice 2/ y
longitud 2% sobre F,, 0 <[ < s— 1. En particular, RM(s — 1,s) es un cédigo casi-ciclico de
indice 2! paral </ <s—1.Tomando k=1, 2m = 2! y 2n = 2% en el Teorema 4.2.1, obtenemos
que ZRM(s — 1, 5) es un c6digo casi-ciclico de indice m =2/~ y longitud n =25"!, para 1 <1 <
s— 1. Esto es, ZRM(s — 1,s) es un cédigo casi-ciclico de indice 2’ y longitud 2°~!,0 <t < s—2.
En particular, tomando ¢ = 0, obtenemos que ZRM(s — 1, ) es un c6digo ciclico sobre Zs.

(2). Sea s > 3. Por el Teorema 4.3.1, RM(1,s) es un cédigo casi-ciclico de indice 2m = 2572
y longitud 2¢ sobre F,. Por lo tanto, por el Teorema 4.2.1, ZRM(1, s) es un cédigo casi-ciclico
de indice m = 2°73 y longitud 2°~! sobre Z4. Ademds, por el Teorema 4.3.1, RM(1,s) no
es un codigo casi-ciclico de indice 2! donde 0 < < s—3, o bien, donde 1 <[ <s—3. En
consecuencia, si s >4, ZRM(1,s) no es un cédigo casi-ciclico de indice 2l-1 paral <[ <s—-3,
es decir, ZRM(1,s) no es un c6digo casi-ciclico de indice 2/, donde 0 <t < s—4.

(3). Supongamos que s > 4, entonces RM(2,s) es un cédigo casi-ciclico de indice 2m = 2572
y longitud 2° sobre F,. Como consecuencia del Teorema 4.2.1, se sigue que ZRM(2,s) es un
cédigo casi-ciclico de indice 2573 y longitud 2°~! sobre Z4. Mas atin, el Teorema 4.3.1 garantiza
que RM(2,s) no es un cddigo casi-ciclico de indice 2! donde 1 < s < s—3. Por lo tanto, por el
Teorema 4.2.1, ZRM(2,5) no es un cédigo casi-ciclico de indice 2/~1,0 <1 < s—4. O

Vale la pena mencionar que los resultados presentados en esta seccion, pueden incrementar
las posibilidades de que los c6digos de Reed-Muller sobre Z4 tengan mds aplicaciones précticas,
o bien, pueden favorecer la biisqueda de nuevos algoritmos de decodificacion basados en los
diagramas de Trellis asociados a los cédigos de bloque, tal como se dio para los c6digos binarios
de Reed-Muller [19]. El lector interesado en conocer mds acerca de estos temas, puede consultar
por ejemplo, [24,32].

4.4. Imagenes sobre Z4 de cédigos (14 2%)-casi-ciclicos

En esta seccién analizaremos propiedades de casi-negaciclicidad y casi-ciclicidad del c6-
digo ¢(%), donde € es un cédigo (1 4 2%)-casi-ciclico sobre Zyks1, k > 1. Demostramos que
@(%) es un cédigo casi-negaciclico de indice 2~ 'm y logitud 2~ 'mn sobre Z4 si y sélo si
% es un cédigo (14 2K)-casi-ciclico de indice m y longitud mn sobre Zini+1. Este resultado
caracteriza a un cédigo (1 + 2¥)-casi-ciclico sobre Zi1 en términos de las propiedades de
casi-negaciclicidad de su imagen sobre Z,4. Lo anterior generaliza el Teorema 8 de [52].

Continuando con la notacién introducida anteriormente, sea A = 1 + 2.
Primero investigaremos la propiedad de casi-negaciclicidad del cédigo ¢ (%’). Para tal fin,

recordemos que por el Teorema 3.3.4, tenemos la siguiente relacion

povim =vE¥ Mo, 4.4)
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k—1 k—1 k—1 .. . T . . _
donde k > 1, v®> 7. Zi e — Zﬁ "1 es el corrimiento casi-negaciclico de indice 28~ m,

.. ., . , . k—1 . ..
vf?m es el corrimiento A-casi-ciclico de indice my ¢ : Ly s Zﬁ " es la isometria introdu-
cida en el Capitulo 2 de esta tesis.

Teorema 4.4.1. Sean k,m,n > 1 enteros 'y ¢ un codigo de longitud mn sobre Zy+1. Entonces
€ es A-casi-ciclico de indice m si 'y sélo si ¢(€) es un cédigo casi-negaciclico de indice 2~'m
y longitud 2~ Ymn sobre 7.

Demostracion. Si € es un c6digo A-casi-ciclico de indice m y longitud mn sobre Z,11, enton-
ces v?m (€¢) = €y, por lo tanto, de la relacién (4.4) se tiene que

9(%) = p(vi" (%)) = v " ((%)).

En otros términos, (%) es un cédigo casi-negaciclico de indice 2¥~!m y longitud 2~ mn sobre
Z4. Reciprocamente, supongamos que @ (%) = v®2k71’"((p(‘5 )). Entonces, de la relacion (4.4)
obtenemos que V¥ M (@(%)) = @(vi™(€)) y. por lo tanto, 9(€') = @(v;"(%)). Asi, debido
a la inyectividad de @, se sigue que ¢ = v;" (%), es decir, € es un cédigo A-casi-ciclico de
indice m y longitud mn sobre Zyy+1. [

En particular, observe que tomando m = 1 en el Teorema 4.4.1, obtenemos que un cédigo
% de longitud n sobre Zi1 es A-ciclico si y s6lo si ¢(%') es un cédigo casi-negaciclico de
indice 2¢—1 y longitud 2k=1,1 sobre Z4. Esta observacién es tema del Teorema 8 de [52]. Vale la
pena mencionar que el Teorema 8 de [52] usa la isometria @, cuya definicién fue analizada en
las Secciones 2.2.1 y 2.2.2, en lugar de la isometria ¢ que hemos introducido en este material.
Sin embargo, dado que ¢* y ¢ son equivalentes (Teorema 2.2.6), el Teorema 4.4.1 puede ser
considerado como una generalizacion del Teorema 8 de [52].

Ejemplo 4.4.2. Sean k =2, A = 1 +2% = 5 y considere el siguiente c6digo A-ciclico € de
longitud 4 sobre Zg:

1323 1744 2357 2713 3235 3441 3572 4174
4417 4453 4534 5344 5727 7132 7271 7445

Entonces, por el Teorema 4.4.1, ¢(%’) es un c6digo casi-negaciclico de indice 2 y longitud 8
sobre Z4. Los elementos de ¢(%) son:

1101 1323 13221122 01332331 03112113
10133233 12213221 13303312 21322112
22132211 22312233 23122332 31223322
33033121 31101132 30311211 32231223

De aqui, es facil verificar, por inspeccién directa, que el cédigo ¢(%) es, en efecto, un cédigo
casi-negaciclico de indice 2 y longitud 8 sobre Z4. Por ejemplo, 11011323 € ¢(%) (fila 1,
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columna 1 del arreglo anterior) implica que v©2(11011323) = 31101132 también estd en @(%)
(fila 4, columna 2 del arreglo anterior). Por el contrario, note que 6=2(11011323) = 11103132 ¢
(%), y por lo tanto, ¢ (%) no es casi-ciclico de indice 2. Mas atn, note que ¢(%’) no es ciclico,
pues x = 10133233 € ¢(%) pero o(x) = 31013323 ¢ ¢(%).

Ejemplo 4.4.3. Sean k =2y A = 1 4+ 2% = 5. Considere ahora el cédigo lineal € de longitud
4 sobre Zg generado por los vectores 2060 y 0206. Ya que v5(2060) = 0206 y v5(0206) =
6020 = 3(2060), € es un codigo 5-ciclico. Asi, por el Teorema 4.4.1, ¢ (%) es un cédigo casi-
negaciclico de indice 2 y longitud 8 sobre Z,4. Pero mas ain, note que % también es un c6digo
ciclico y, por lo tanto, por el Teorema 4.2.1, ¢(%’) es un cédigo casi-ciclico de indide 2 y
longitud 8 sobre Zj4.

En el Ejemplo 4.4.2 notamos que si ¢ es un codigo A-casi-ciclico de indice m y longitud
mn sobre Z1, entonces, en general, el c6digo (%) no es casi-ciclico de indice 2¢~'m y
longitud 25~ mn sobre Z4. Sin embargo, el Ejemplo 4.4.3 muestra un c6digo sobre Zg que tiene
la propiedad de ser A-ciclico y ciclico al mismo tiempo y, por lo tanto, el cédigo ¢(%) tiene
la propiedad de ser casi-negaciclico y casi-ciclico a la vez. De hecho, por los Teoremas 4.2.1
y 4.4.1, el cédigo @(%) es casi-ciclico y A-casi-ciclico del mismo indice 2~ 'm y longitud
2K sobre Zy4 si'y s6lo si € es un cédigo casi-ciclico y casi-negaciclico del mismo indice
my longitud mn sobre Z,+1. En consecuencia, es natural preguntarse bajo qué condiciones un
cddigo ¢ de longitud mn sobre Z,i11 es casi-ciclico y A-casi-ciclico del mismo indice m. En tal
caso, {qué otras propiedades poseen los c6digos €'y ¢(%€)?

Con el propésito de encontrar una respuesta a estas preguntas, recordemos que la aplicacion
Ny es el Zyi1-automorfismo definido sobre Z7, , como (Seccién 3.2 y Proposicién 3.2.1)

n}’: (ZOv"'7Zn—27Zn—1) — (Z07"'7Zn—27yzn—l)-

Consecuentemente, n?m P Loy — L35, es el Zyii-automorfismo dado por

g (2] 2) o (@) Ing(at™)), A ez, 1< <m

Una respuesta a la primera pregunta la encontramos en el siguiente resultado.

Proposicién 4.4.4. Sea € un codigo de longitud mn sobre Zyi1 y A =1+ 2%, Cualesquiera de
las siguientes dos condiciones implica la tercera.

(1) € un codigo casi-ciclico de indice m,
(2) € es A-casi-ciclico de indice m,

(3) ng"(%)=.
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Demostracion. (1) y (2) implican (3). Como % es casi-céilcio y A-casi-ciclico de indice m,
entonces 6 = 0" (€) y ¢ = v;"(€) = 6" (n;"(¢)); de donde obtenemos que (%) =
c®™(n;"(¢)). Siendo ¢“™ una funcién inyectiva, concluimos que ¢ = 05" (%).

(1) y (3) implican (2). Dado que % es casi-ciclico de indice m y n?m(%) = %, entonces
¢ = c"(¢) =" (" (%)) = v;"(€). Esto implica que ¢ es A-casi-ciclico de indice m.

(2) y (3) implican (1). En este caso, ¢ A-casi-ciclico y 0" (%) = €. Asi, € = v;" (%) =
oM (ny" (%)) = 09" (%). O

En particular, observe que si % un c6digo casi-ciclico (o A-casi-ciclico) de indice m y lon-
gitud mn sobre Zy11, entonces € es A-casi-ciclico (resp. casi-ciclico) si permanece fijo con
respecto a la aplicacion ni@m. Por tal razén, analizaremos con mads detalle el significado la pro-
piedad 1;"(¢") = €. Esto quiere decir que para todo Z € %, se tiene que 1, (Z) € €. Si

7= (z(l)] e |z(m)>, donde
Z(j) = < g)j)’zgj)7"'7zilj22azijjl> €Z§k+17 1 <j<m,
entonces n?m (Z) € € siy sélo si

(0,80, 2 oo | (& 2, )

Note que la tltima coordenada de cada z\) es la tinica que se ve afectada por una multiplicacién
por la unidad A = 1 + 2%, Este producto es facil de entender puesto que para todo j tal que
I<j<m,
. ‘ Zfz]—)l +2K i Z,(f_)l € U(Zyis1)
A =42 = | (4.5)
Z(./) si Z(])l c <2>

n—

Como consecuencia de este andlisis, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.5. Sea € un codigo de longitud mn sobre Z+1 tal que todas las coordenadas de
cualquier vector en € estdn en el ideal maximal de Zy+1, es decir, € C (2Zyi+1)™". Entonces,
€ es casi-ciclico de indice m si y solo si € es A-casi-ciclico de indice m.

En particular, ya que un cédigo A-casi-ciclico de indice m = 1 y longitud 4 sobre Zg es
precisamente un codigo 5-ciclico de longitud 4 sobre Zg, el Corolario 4.4.5 justifica el porqué
el codigo del Ejemplo 4.4.3 es también ciclico. Consecuentemente, por los Teoremas 4.2.1 y
4.4.1, esto implica que la imagen bajo ¢ del cédigo del Ejemplo 4.4.3 tiene la propiedad de ser
casi-ciclico y casi-negaciclico de indice 2 y longitud 8 sobre Zg, lo que coincide con lo que se
observo en dicho ejemplo.
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En general, por el Teorema 1.3.1, cada cédigo ciclico lineal ¢ de longitud impar sobre
Zoi11, puede ser expresado como € = (F,2F,...,2%F;), donde hemos denominado a los po-
linomios FAI,21@,...,2"I?;<, los polinomios generadores de %’. En consecuencia, se sigue del
Corolario 4.4.5, que cualquier cédigo ciclico lineal € de longitud impar sobre Z+1, tal que
C = <2}?2, . ,2"@), es un codigo A-ciclico lineal. Por lo tanto, gran parte de los cédigos cicli-
cos lineales de longitud impar sobre Z,:1 son también cédigos A-ciclicos.

Veamos un ejemplo de un cédigo ciclico y A-ciclico tal que no todos los vectores contenidos
en €l tengan todas sus coordenadas en el ideal maximal del anillo Z1. Esto muestra que un
c6digo € puede ser casi-ciclico y A-casi-ciclico sin que todas las coordenadas de sus elementos
estén en el ideal maximal de Z+1. Por lo tanto, el reciproco del Corolario 4.4.5 es falso.

Ejemplo 4.4.6. Considere el siguiente cédigo ciclico no lineal ¢ de longitud 3 sobre Z¢, cuyos
elementos son:

(1,12,8) (5,12,8) (8,1,12) (8,5,12)

(8,9,12) (8,13,12) (9,12,8) (12,8,1)

(12,8,5) (12,8,9) (12,8,13) (13,12,8)

Usando las relaciones dadas en (4.5), es facil verificar que 1, (¢') = ¢, donde A = 1 + 23 =09,
Por lo tanto, % es un cddigo ciclico y 9-ciclico. Observe que, por ejemplo, la primera coorde-
nada del vector (1,12,8) € ¥ es una unidad y, por lo tanto, no estd en el ideal maximal de Z .
Asi, no todas las coordenadas de los elementos de ¢ estan en el ideal maximal de Z.

Por otro lado, la Proposicion 4.4.4 establece que si € es un codigo casi-ciclico y A-casi-
ciclico del mismo indice m, entonces % posee la siguiente propiedad adicional: n?m(%) =
% . Esto atiende a la segunda pregunta que nos hemos planteado acerca de las propiedades
adicionales que satisface el codigo & cuando éste es casi-ciclico y A-casi-ciclico. Ademas,
como consecuencia de este hecho y del Teorema 3.3.4 tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.4.7. Sea € un cédigo casi-ciclico y A-casi-ciclico del mismo indice m y longitud
mn sobre Zyi+1. Entonces ni@lzkflm(q)(‘ﬁ)) =(%).

Demostracion. Dado que por hipétesis € es casi-ciclico y A-casi-ciclico del mismo indice m,
entonces 7 ?m(%) = % . Por otro lado, del Teorema 3.3.4, se tiene la siguiente relacion:

k,
(pon?m:nfg’lz 1’"oq)
k—1
Por lo tanto, ngz "(Q(¥)) = <p(n§>’"(‘5)) =0(%). D

Los codigos de los Ejemplos 4.4.3 y 4.4.6 son cddigos ciclicos y A-ciclicos. Por lo tanto,
las imégenes con respecto a ¢ de estos codigos ilustran la Proposicion 4.4.7. Por ejemplo, la
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imagen bajo ¢ del codigo ¢ del Ejemplo 4.4.6 consiste de los siguientes vectores:

122102122102 122302122302 212210212210 212230212230
232230232230 232210232210 322302322302 221021 221021
221023221023 223023223023 223021223021 322102322102

De aqui, es facil verificar por inspeccion directa que n%‘ (p(€)) = @(¥). Para ilustrar esto,
sea x = 221 023 221 023 € ¢(%) (fila 3, columna 1 del arreglo anterior). Aplicando nf@f ax
obtenemos 1%} (x) = 223 021 223 021 € ¢(%) (fila 3, columna 3 del arreglo anterior).

Es natural preguntarse si el reciproco de la Proposicion 4.4.7 es también vélido, es decir, si
¢ es un c6digo sobre Zyi1 tal que nf@lzkflm((p(cﬁ)) = (%), entonces jes € un coédigo casi-
ciclico y A-casi-ciclico? Debido al Teorema 3.3.4, de existir tal cédigo satisface la propiedad
n%’m(%) = ¥ . Desafortunadamente, esta hipdtesis no es suficiente para concluir las propiedades
de casi-ciclicidad y A-casi-ciclicidad. El siguiente ejemplo ilustra este hecho.

Ejemplo 4.4.8. Considere el c6digo ¢ de longitud 3 sobre Zg cuyos elementos son
155 151 133 137 144 122 111 115 116
El c6digo ¢(%’) de longitud 6 sobre Z4 consiste de los siguientes vectores:

133133 111133 122122 111111 112110
131131 113131 100122 113113

De aqui, es fécil verificar por inspeccién directa que N7 (¢(%)) = @(%) y, en consecuencia,
Ns5(%) = € (Teorema 3.3.4). Sin embargo, es claro que % no es un c6digo ciclico ni un cédigo
5-ciclico sobre Zg.

En resumen, hasta este punto hemos caracterizado a un c6digo A-casi-ciclico de indice m y
longitud mn sobre Z+1 como aquel cédigo € tal que (%) es un cédigo casi-negaciclico de
indice 2¥~'m y longitud 2~!mn sobre Z4. También, hemos caracterizado algunos cédigos que
tienen la propiedad de ser casi-ciclicos y A-casi-ciclicos del mismo indice. Todos estos resulta-
dos son vdlidos para c6digos no necesariamente lineales. El siguiente punto en este trabajo es
agregar la condicion de linealidad a estos codigos.

Primero recuerde que para cualquier cédigo ¢ casi-ciclico lineal de indice m y longitud mn

sobre Zsi1, existen Zy,Zy, . .., Zs € € que generan a ‘¢ como submodulo de L5}, es decir, todo

elemento de % se escribe como combinacion lineal (no necesariamente tnica) de Zy,Z;,...,Zs.

En este caso, como N<™ es un Z.i.1-automorfismo sobre Z”, ., no es necesario verificar que
A 2 2k+1

n/{@m (Z) € €, paratodo Z € €; el problema se simplifica a verificar la condicién para los gene-
radores Zy,Zy,...,Z; de €, tal como se establece formalmente a continuacion.
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Proposicion 4.4.9. Sea € un cédigo casi-ciclico (A-casi-ciclico) lineal generado por los vec-
tores 2,21, ..., Zs € Zy}.,. Entonces € es A-casi-ciclico (resp. casi-ciclico) lineal de indice m

y longittud mn sobre Zi+1 si'y solo si, para todo 0 < i <'s, se tiene que n?m (Z)e €.

Demostracion. Supongamos que % es casi-ciclico y A-casi-ciclico. Entonces, por la Proposi-
cién 4.4.4, para todo Z € € se tiene que n?m (Z) € €. En particular, esto es cierto para los
vectores Z;, 0 < i <s. Reciprocamente, supongamos que ¢ es casi-ciclico y que nfﬁm (Z) € ¥,
0<i<s. SeaZe €. Como Zy,Z1,...,Zs; generan a &, existen escalares r; € Z,i+1 tales que

Z =roZy+ -+ rZ,. Consecuentemente, Como n/{@m es un Zyi+1-automorfismo sobre ng”il,

ny"(Z) = 0" (roZo + -+ reZs) = rony. " (Zy) 4+ -+ reny " (Zy).
Por lo tanto, ya que n;""(Z;) € %, se sigue que 1, (Z) € €, pues € es un c6digo lineal. [

Veamos un ejemplo en el que se ilustre la proposicion anterior.

Ejemplo 4.4.10. Considere el codigo lineal € de longitud 4 sobre Zg generado por los vectores
1003, 0107, 0013. En otros términos, € es el conjunto de todas las Zg-combinaciones lineales
de 1003, 0107, 0013. Ya que «(1,0,0,3)+ 3(0,1,0,7) + ¥(0,0,1,3) = (0,0,0,0) si y sélo si
a=p=7=0, % es un cédigo de cardinalidad 83 = 512. Por lo tanto, es impractico listar
todos los elementos de & para verificar si este cédigo es ciclico y A-ciclico (A = 142K =5.)
Sin embargo, como % estd generado por 1003, 0107 y 0013, basta verificar esas propiedades
para tales generadores. Como

6(1,0,0,3) = (3,1,0,0) = 3(1,0,0,3) + 1(0,1,0,7) +0(0,0, 1,3),
5(0,1,0,7) = (7,0,1,0) = 7(1,0,0,3) +0(0,1,0,7) + 1(0,0, 1,3),
5(0,0,1,3) = (3,0,0,1) = 3(1,0,0,3) +0(0, 1,0,7) +0(0,0, 1,3),

se concluye que % es ciclico lineal. De este modo, por la Proposicién 4.4.9, € es 5-ciclico si
y s6lo si 15(1,0,0,3) = (1,0,0,7), ns5(0,1,0,7) = (0,1,0,3) y n5(0,0,1,3) = (0,0,1,7) estdn
en €. Note que 1007 € ¢ si y sélo si existen a,b,c € Zg tales que (1,0,0,7) = a(1,0,0,3) +
b(0,1,0,7) +¢(0,0,1,3) = (a,b,c,3a+ 7b + 3c). De aqui, obtenemos que a =1, b = ¢ = 0.
Pero al tomar tales valores para a, b, ¢ tenemos que 3a + 7b+ 3¢ = 3 # 7 como se requiere para
la dltima coordenada. Por lo tanto, 1007 ¢ %y, en consecuencia, % no es un cédigo 5-ciclico.

En esta seccion hemos caracterizado a los cédigos A-casi-ciclicos sobre Zi1, A = 1 + 2k
como aquellos cédigos % tales que @ (%) es casi-negaciclico. También, estudiamos condiciones
para que un cédigo A-casi-ciclico sea casi-ciclico del mismo indice (y viceversa). Asimismo,
mencionamos otra propiedad que tienen los c6digos que son casi-ciclicos y A-casi-ciclicos (no
necesariamente lineales), y también simplificamos las condiciones cuando el cédigo es lineal.
En particular, vimos en el Ejemplo 4.4.6, que los vectores en un c6digo que es ciclico y A-ciclico
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no necesariamente tienen todas sus coordenadas en el ideal maximal de Z,+1. Por lo tanto, es
natural preguntarse lo siguiente: ;cudles son las condiciones para que un cédigo ciclico lineal
€ = (I/?\l ) 2132, e ,Zkl:";(> de longitud impar sobre Z,«1, sea a su vez A-ciclico lineal? Este es el
tema de la siguiente seccion.

4.5. Cédigo ciclicos lineales que son (14 2%)-ciclicos

En esta seccidn estableceremos condiciones necesarias y suficientes para que un cédigo
ciclico lineal de longitud impar sobre Z1 sea (1+ Zk)—cfclico lineal. Para este propdsito usa-
remos los siguientes hechos que se han descrito con mas detalle en la seccion 1.3.1.

Recuerde que mediante la representacién polinomial P : Z1,,; — Zow [x]/(x" — 1) iden-
tificamos al vector (ag,aj...,a,—1) € ngH con la clase lateral ag + ajx+ -+ +ap,_1 X" ' +
(" —1), y que un cdédigo ¢ C ZJ,,, es un cédigo ciclico lineal si y sélo si P(¢’) es un
ideal en el anillo Zy1[x]/(x" — 1). Asimismo, si I es un ideal de Zyi[x]/(x" —1) y n es
un entero positivo impar, entonces por el Teorema 1.3.1 existe una coleccion tnica de polino-
mios fo, f1,-- -, fi+1 (posiblemente algunos de ellos iguales al polinomio constante 1) tales que
fofi- fipr=x"—lel= <F172F2, -, 2%F 1), donde Fy = fi+ (x"— 1) y fi = (" — 1)/ f;; mds
atn, I = (F| +2F +---+2%F1), es decir, Zoii1]x] /(X — 1) es un anillo de ideales principales.
Por ultimo, recuerde que sin simplificaremos la notacioén escribiendo ¢ = (I:"\1,21‘?27 . ,2"@:0 y
C = <F1 +2F+ - 42 kFr.1) para entender que P(€) = (F},2F,...,28F, 1), o bien, P(%) =
(F1 426+ 42 Fk+1> respectivamente.

Sean > 1 un entero impar y sea ¢’ C Z,,, un c6digo ciclico lineal. Ya que Zyi+1[x]/(x" — 1)
es un anillo de ideales principales, existe g(x) = go +g1x+ - + g, 1xX* 1+ (¥" — 1) tal que
P(%) = (g(x)). Esto implica que Z € € si y sélo si existe r(x) = ro+ rix—+---+r_x* 1 +
(x"—1) tal que

n—1

P(Z) =r(x)g(x) = Y (rag(x)) + (" —1).

i=0

Asi, dado que la representacion polinomial es un isomorfismo de Z+1-médulos, Z € € si 'y
sOlo si existen escalares r; € Z,i+1 tales que

n—1
Z=pP"! (Z (r,-xig(x)) (x"—1) ) Zrl xgx) + (" —1)).

i=0

Cabe mencionar, si es necesario, que el producto r(x)g(x) es calculado en Z1[x]/(x" — 1) y,
por lo tanto,

Pil('xig(x)) = Gi(g()?gl?"'agn—l)a
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donde 6'(go,g1,---,8s_1) significa que el corrimiento ciclico ha sido aplicado i veces al vector
(80:81;---,8n—1) € Z5;,,. Consecuentemente,

n—1
Z= Z ricl(g07g17"'7gn71)'
i=0

Esto implica que Z € € siy s6lo si Z puede ser expresado como una Z,+1-combinacién lineal

. L ~1
(no necesariamente tnica) de (£0,&1,---,81—1)» 6(80,81,--,&1—1)s -, 0" (80,81, --,8n—1)-
En consecuencia, tenemos el siguiente resultado. Como antes, escribimos A = 1+ 2.

Proposicion 4.5.1. Sea € un cédigo ciclico lineal de longitud n impar sobre Zyi+1. Supongamos
que P(€) = (g(x)), donde g(x) = go+g1x++ -+ gn1X"" '+ (x" — 1). Entonces € es un cédigo
A-ciclico si'y sélo si M (6'(80,81,---,8n—1)) = V5 (80,81,---,8n—1) €C, donde 1 <i<n—1.

Demostracion. Recuerde que un c6digo casi-ciclico de indice m = 1 es un cédigo ciclico. Por
lo tanto, la demostracion es consecuencia inmediata de la Proposicion 4.4.9. O

La Proposicion 4.5.1 es util porque basta conocer un polinomio que genere al ideal que co-
rresponde al cédigo ciclico y no es necesario que tal polinomio haya sido construido de una
forma especial. Sin embargo, la manera usual de construir un cédigo ciclico ¢ de longitud n
impar sobre Z,+1 es la siguiente: primero, se encuentra la factorizacion del polinomio x" — 1
como un producto de polinomios ménicos y bdsicos irreducibles; segundo, se agrupan esos
factores en k + 2 polinomios fo, f1,. .., fr+1 ¥, @ partir de esta eleccion, se definen los polino-
mios Fi,2F,---,2KF . Finalmente, se considera el ideal en Zoi1[x]/(x" — 1) generado por
I?l , 2132, ‘e ,2"1*{;{:1. Si la construccién de un cddigo ciclico ha sido realizada de esta forma, en-
tonces podemos identitificar si el cédigo ciclico & es A-ciclico o no, analizando tinicamente al
polinomio generador A.

Proposicion 4.5.2. Con la notacion anterior, si € = <}?1,2I/7\2, ... ,2"1‘@}, entonces el codigo
ciclico € es A-ciclico si'y sélo si Ny ((F1)) CF.

Demostracién. SeaW € €, entonces W = A+ B, donde A € (F}) y Be (2F,...,2*F). Como
todo elemento de (2F>,...,2*F, 1) permanece fijo bajo la accién de 1y, se sigue que 0, (W) =
Mi(A)+Be € siysisolosin,(A) €E. O

Corolario 4.5.3. Con la notacién anterior, 0y, ((F1)) C € si y sélo si vi (fos f1s---y fu1) EC
para todo 1 <i<n-—1, donde F = fot+ fix+ -4 froxX T (" - 1).

Como consecuencia de 1a Proposicion 4.5.2 y del Corolario 4.5.3 , cualquier c6digo ciclico
lineal € = (F1,2F,...,2KF1) tal que F; = 0+ (x" — 1), es un cédigo A-ciclico, pues fy =
fi == fam1 =0y, en consecuencia, Vi (0,...,0) = (0...,0) € ¢ paratodo 1 <i<n-—1,
puesto que % es lineal. Esto reafirma lo que observamos en el Corolario 4.4.5.

Veamos algunos ejemplos concretos.
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Ejemplo 4.5.4. Sea k =2y n =3 y recuerde que x* — 1 = a;(x)az(x) = (x — )(x> +x+ 1)
es la factorizacién de x> — 1 como un producto de polinomios ménicos, coprimos y basicos
irreducibles sobre Zg. Sean fy = a;(x), fi = a2(x), fr = 1 y f3 = 1. Entonces fy = az(x),
fi=a1(x), p=x3—1y fy=x>—1y, por lo tanto, en el anillo Lo [x]/ (63 = 1), Fy = aa (x),
Fi=ay(x), =0y F; =0. Asi, por el Teorema 1.3.1, ¢ = (F;) = (x— 1) es un c6digo ciclico
lineal de longitud 3 sobre Zg, y cardinalidad 2°. Ya que x — 1 es el polinomio generador de €
y Pl (x—1) = (—1,1,0) = (7,1,0) € Z3, se sigue que % es (1 +2?)-ciclico si y sélo si los
vectores
vs(7,1,0) = (0,7,1) v3(7,1,0) = vs5(0,7,1) = (5,0,7)

son elementos de %. Esto es muy facil verificarlo puesto que (a,b,c) € € siy sélo si existe un
polinomio A(x) tal que ap + ayx +axx®> + (x> — 1) = h(x)(x — 1) + (x> — 1), lo que ocurre si y
sOlo si x = 1 es una raiz del polinomio ay + a;x + arx?* € 7g [x]. Entonces, es claro que x = 1 es
un raiz de 7x + x? pero que no es raiz de 5+ 7x? y, por lo tanto, (5,0,7) ¢ €. Esto nos permite
concluir que € no es 5-ciclico.

Note que si € C Zg es un codigo ciclico lineal tal que € = (x — 1,21?2,221?3), entonces
el cddigo ciclico lineal 2 = (x — 1) (Ejemplo 4.5.4) estd contenido en %, es decir, Z es un
subcddigo de €. Ya que Z no es un cédigo A-ciclico, es natural pensar que % no es A-ciclico.
Sin embargo, los polinomios 2}?2, 22F; pueden ayudar a que % sea A-ciclico, sin importar que
2 no sea A-ciclico. Para ilustrar esto, presentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5.5. Sean a;(x) y a2(x) como en el ejemplo anterior. Considere ahora que fo = 1,
fi=ax(x), fr=1y f3 =a;(x). Entonces se sigue que Fy=0,F = ap(x), B=0 y B = az(x).
Por lo tanto, € = (F,22F3) = (a1(x),22a2(x)) = (a1(x) +22a2(x)) = (3 + 5x + 4x2) es un
cédigo ciclico de longitud 3 sobre Zg y cardinalidad 27 = 128. De este modo, por la Proposicién
4.5.2 y el Corolario 4.5.3, ¢ es un cédigo A-ciclico si y sélo si los vectores V/il (7,1,0), con
1 <i <2, pertenecen a % . Dicho de otra forma, % es A-ciclico siy s6losi vy (7,1,0) = (0,7,1)
y vi(0,7,1) = (5,0,7) pueden ser expresados como Zg-combinaciones lineales de (3,5,4),
(4,3,5) y (5,4,3). Ya que el codigo es ciclico, v, (7,1,0) = (0,7,1) € €. Asi, resta verificar si
v)% (0,7,1) = (5,0,7) estd o no en €. Como

(5,0,7) =0(3,5,4)+4(4,3,5) + 1(5,4,3),

concluimos que (5,0,7) € €y, por lo tanto, ¢ es A-ciclico.

Los Cuadros 4.1 y 4.2 contienen una lista de todos los cddigos ciclicos lineales (no tri-
viales) de longitud 3 sobre Zg y Z¢, respectivamente escritos de la forma (I:"\l,2f2,22}?3> y
(6\1 ,26\2,226}\3,2362). Hemos sefialado con una v aquellos cédigos ciclicos que son también
A-ciclicos, con A = 1+ 2%, Consecuentemente, aquellos codigos € sefialado con v/, son tales
que @(%) es un codigo casi-negaciclico, casi-ciclico y, en virtud de la Proposicion 4.4.7, son

. . C k=1
invariantes con respecto a la aplicacion 77?12 .
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Generadores Cardinalidad 5-ciclico Generadores Cardinalidad 5-ciclico
(2) 26 v (2%ay) 2 v
(22) 23 v (ay,2ay) 28 v
(ay) 26 - (ay,2%ay) 27 v
(2ay) 24 v (az,2ay) 27 v
(2%ay) 22 v (a,2%ay) 2 v
(az) 23 — (2a1,2%ay) 23 v
(2ay) 22 v (2a3,2%ay) 24 v

¥ —l=aa, a=x+7, a=x>+x+1
v’z cédigo ciclico y 5-ciclico

—: codigo ciclico pero no 5-ciclico

Cuadro 4.1: Cdédigos ciclicos lineales de longitud 3 sobre Zg que son 5-ciclicos.

Observe que 12 de los 14 cédigos ciclicos lineales (no triviales) de longitud 3 sobre Zg son
también codigos S-ciclicos, es decir, solamente 2 cédigos ciclicos no son 5-ciclicos. Asimismo,
20 de los 22 cédigos codigos ciclicos lineales (no triviales) de longitud 3 sobre Z¢ son cédigos
9-ciclicos. Esto implica que la mayoria de los codigos ciclicos tienen como imagen bajo ¢ a
un cédigo casi-negaciclico. Sin embargo, como no todos los cddigos ciclicos son A-ciclicos,
tenemos algunos c6digos cuya imagen bajo ¢ no es un cédigo casi-negaciclico. El propoésito de
la siguiente seccion es obtener cddigos casi-negaciclicos sobre Z,4 a partir de cualquier cédigo
ciclico lineal de longitud impar sobre Zi+1.

Antes de inciar una nueva seccidn, presentaremos otro resultado que caracteriza a aquellos
codigos ciclicos que son A-ciclicos. Dicho resultado, serd usado mas adelante para caracterizar
cédigos que son ciclicos y A-ciclicos a través de sus imdgenes binarias (Teorema 4.8.4). Para
tal propésito, recuerde que se ha definido la aplicacion (i : Ly = Ly, como (seccion 1.4)

2 ] n—1
(ao,al,az,...,a,-,...,an_1) — (ao,lal,l az,...,llai,...,l an_l).

Asimismo, recuerde que si n es impar, entonces la aplicacion p; con dominio Zyi+i [x]/(x" — 1)
y contradominio Zy1[x]/(x* — A), definida como A(x) + (x* — 1) — A(Ax) 4+ (x" — ), es un
isomorfismo de anillos (Lema 1.3.6) tal que u; o P = Po ;. En particular, este hecho implica
que un codigo ¢’ C Z7,., es ciclico lineal si y s6lo si U (€) es A-ciclico lineal (Lema 1.4.1).

Proposicion 4.5.6. Sea ¢ un codigo ciclico lineal de longitud n impar sobre Zni+1. Entonces,

Wy (€) =€ siy solo si € es un codigo A-ciclico lineal.

Demostracion. Supongamos que [1y (¢') =% . Como u; oP = Po 1, se sigue que ) (P(%)) =
Py (€)) = P(€). Por otro lado, como % es ciclico lineal de longitud impar, P(%¢’) es un ideal
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Generadores Cardinalidad 9-ciclico Generadores Cardinalidad 9-ciclico

(2) 20 v (ay,2%ay) 210 v

(22) 26 v (a1,2%ay) 20 v

(ay) 28 — (az,2ay) 210 v
(2ay) 26 v (a,2%ay) 28 v
(2%ay) 24 v (ay,2%ay) 26 v
(23ay) 22 v (2ay,2%ay) 28 v
{ap) 24 - (2a1,2%a;) 27 v
(2ay) 23 v (2%a1,2%ay) 2 v
(2%a,) 22 v (2ay,2%ay) 27 v
(23ar) 2 v (2ay,2%ay) 2 v
{ay,2ay) 211 v (2%ay,2%ay) 24 v

P-1= ajay, ay=x+15,
v': cédigo ciclico y 9-ciclico

—: c6digo ciclico pero no 9-ciclico

a =x2+x+1

Cuadro 4.2: Cédigos ciclicos lineales de longitud 3 sobre Z¢4 que son 9-ciclicos.

en Zy1[x]/(x — 1) y, por lo tanto, u, (P(%¢)) = P(%) es un ideal en Zyi11[x]/(x" — 1). Esto
implica que % es un c6digo A-ciclico lineal.

Reciprocamente, sea Z =

(z0,21,- -

\Ziy---,Zn—1) € €. Entonces, dado que por hipétesis € es

ciclico y A-ciclico lineal, los siguientes vectores son elementos del cédigo %

Gn—i(z) .
Gi(Gn_i(Z) o

"NZ) = (it Znmie1,20),

6" NZ) = (zi,2i4 1+ Zn-i-1);
va(6"N2Z)) = (Azirzig 1, s 2nic1),
v (6" 1(2)) = (2"%,0,...,0),
vi(o"1(2)) = (0,...,0,2%,0,...,0),

donde 0 < i <n— 1. Por lo tanto, ¢ contiene a todos los vectores de la forma

x; = (0,...,0,25%,0,...,0),

donde 2¢z; aparece en la coordenada i, 0 <i <n—1 e i es un nimero impar. Como consecuencia

de este hecho, y de que € es lineal, 1 (Z)

demostrar.

=Z+x1+x3+--+x,_2 € E, tal como queriamos
O
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Ya que el cédigo ciclico € de la Proposicién anterior es lineal, 1a Proposicién 4.5.6 se puede
enunciar para los generadores del c6digo €.

4.6. Codigos ciclicos lineales y codigos casi-negaciclicos

En esta seccion mostraremos una manera conveniente de obtener c6digos casi-negaciclicos
como imagenes bajo ¢ de c6digos ciclicos lineales de longitud impar sobre Z,+1. Nuestro punto
de partida es el siguiente diagrama conmutativo, el cual implica que un cédigo ¢ C ZJ,, es

ciclico lineal si y s6lo si Iy (%) es A-ciclico lineal (Lema 1.4.1), donde A = 1 + 2k,

P
Lijes Zigiesr [x] [ (x" — 1)
1, Uy
n P n
Dt Lo [x] /(X" = 4)

Del Teorema 4.2.1, sabemos que la imagen bajo ¢ de un cédigo ciclico (lineal o no) de longitud
n sobre Zny+1 es un c6digo casi-ciclico de indice 2¢=1 y longitud 2%~ !n sobre Z4. Igualmente,
del Teorema 4.4.1, la imagen de un cédigo A-ciclico (lineal o no) de longitud n sobre Z+
es un cédigo casi-negaciclico de ndice 2! y longitud 2~ !5 sobre Z4. Ya que por un lado
tenemos cddigos casi-ciclicos y, por otro, cddigos casi-negaciclicos, es natural preguntarse si es
posible agregar una aplicacion en el lado derecho del siguiente diagrama de tal forma que éste
conmute.

p! _
Loerr ]3]/ (2 — 1) ne ¢ 723
I 1 7
p1 n () *qu .
ZZ"H [x]/<xn - 7) ok+1 Z4

De ser posible esto, se tendria que la imagen bajo ¢ de cdigos ciclicos lineales de longitud n,
n impar, sobre Z,1, estd relacionada con la imagen bajo ¢ de cédigos A-ciclicos lineales de
longitud n sobre Z,+1. Para responder esta pregunta, estudiamos la composicién ¢ o ;.

Proposicion 4.6.1. Sean A = 1 +2% k> 1y n > 1 un entero. Entonces, para todo Z € Z’zlk Y

(pofin)(2) = (12" 0 0)(2).
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Demostracion. Primero, recordemos que para todo Z € Z7, .,

0(2) = len@)+2|d on@) o od lenz)|.
En consecuencia,
0 ([1(2) =il @r(n(2) +2 | o n (@) & e d-l en(i(2)] .

Por lo tanto, con el propdsito de obtener la identidad que establece esta Proposicion, calculamos
la representacién 2-ddica del vector I, (Z). Ya que A = 1+ 2F es una unidad de orden 2, la
coordenada z; del vector Z, con j impar, aparece multiplicada por A en [1; (Z); mientras que, si j
es par, z; aparce sin modificar en el vector (13 (Z). Por otra parte, recuerde que la representacién
2-4dicade Az; es

Az =ro(zj)+2r1(z) + -+ 25 1 (z) + 25 (ro(z)) @ 7e(z))).-

Por lo tanto, si e = (eq,eq,...,e,-1) € ngﬂ es el vector tal que e; =0 si jespar,yej =151 j
es impar, entonces la representacion 2-adica de 1, (Z) puede ser expresada como sigue:

W (Z2) =ro(Z)+2r(Z)+- - +2k*1rk(Z) +2k(rk(Z) @exry(2)),

donde e * ro(Z) es la multiplicacién coordenada a coordenada de e y ro(Z). Sustituyendo esta
Gltima relacion en la expresion de ¢ (1; (Z)) obtenemos que

0 (I (2)) = Z 1 @ro(Z) +2 [c{;*l @n2) @ o 1@ r(2) eBe*ro(Z))} .

De aqui, por la propiedad de distributividad del producto de Kronecker y por el Corolario 2.3.3,
se sigue que

¢ (113(2)) = ;= @ (ro(Z) +2e % r9(Z)) +2 [cg—l Rr(2)&- S| ® rk(Z)] .
Ahora, por la definicién de e, tenemos que ro(Z) +2e*ro(Z) = t_1(ro(Z)) y, por lo tanto,
— ~ k-1
1@ (0(2) ®2ex10(2) = BT (r0(2)).

Ademas, ya que el vector 2 e rnZ)e---&® ck:1 ® ry(Z)| tiene todas sus coordenadas en
yaq 0 k—1

el ideal maximal, éste permanece invariante bajo ﬁf@lzkfl. Por lo tanto,
~ ~ k—1 ~ nk—1 _ —
0 (a(2) =EY (@) +EY (2| on@ e wdTion(@)]),

de donde conluimos que ¢ (1, (Z)) = ﬁng (0(2)). O
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.., . ., ~ook—1 k—1 k—1
La Proposicién 4.6.1 establece que la aplicacion ,u?lz : Zﬁ " Zﬁ " hace conmutar el
siguiente diagrama, sin importar si z es par o impar.

n % 2k=1y
Dk+1 Z4

~ ~®2k71

Ha K=y
n % 2k=1y
2k+1 Z4

En particular, si n es impar, entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.6.2. Seank > 1, A = 142Ky n > 1 un entero impar. Entonces, el siguiente diagrama
conmuta

p! 0

k_
oot ]/ (X" — 1) 7, 72
~ ~ k—1
Ha H) ne 12
p! k—
ot [X] (X" = 7) ne ¢ 73

. VT R T . ~ k—1
Consecuentemente, si ¢ C 71, es un cddigo ciclico lineal, entonces ,u?lz (p(%)) es un
codigo casi-negaciclico (no necesariamente lineal) de indice 2= y longitud 2~'n sobre Z4.

Demostracion. La conmutatividad del diagrama es consecuencia inmediata de la Proposicién

4.6.1. Supongamos que ¢ C Z7,,, es un cddigo ciclico lineal, con n impar. Entonces, por el

Lema 1.4.1, [ty (%) es un cédigo A-ciclico lineal de longitud n vy, por lo tanto, @, (%)) es
un cédigo casi-negaciclico de indice 2¥~! y longitud 2¥~'n sobre Z4. Ya que (11, (%)) =

ﬁf@lzk_l (¢(%)), el resultado se sigue.

[

Recuerde que si % es un cddigo ciclico lineal de longitud n > 1 (impar) sobre Z4, entonces
[_1(%) es un cédigo negaciclico de longitud n > 1 sobre Z4 (Corolario 2.5 de [54]). Asimismo,
recuerde que un cédigo Z C ZEH” es llamado Zi+1-lineal si existe un codigo lineal & C Z7,
tal que ¢ (&) es permutacién equivalente a &. Asi, en estos términos, el Teorema 4.6.2, establece
que si Z es un c6digo Z,+1-lineal y casi-ciclico de indice 2k=1 y longitud 25 (n impar) sobre
74, entonces ﬁ?lzkfl (2) es un cédigo casi-negaciclico. Mds atdn, observe que ﬁ?lzkfl (2), es un
c6digo Z,i+1-lineal. En este sentido, el Teorema 4.6.2 ofrece una generalizacién del Corolario
2.5 de [54].

Veamos un ejemplo
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Ejemplo 4.6.3. Sea % el c6digo lineal de longitud 3 sobre Zg generado por el polinomio a;(x) =
1 + x+x2. En otros términos,

P(6) = {ar(x)r(x) + (X = 1) : r(x)+ (> — 1) € Zglx] /(x> — 1) }.

Si r(x) = ro+ rix+rpx> + (x> — 1), entonces
ar (x)r(x) + (x* — 1) Zr,x ar(x) + (x> = 1).
Ya que x'ay(x) + (x> — 1) = ap(x) + (x> — 1), se sigue que
P Y ar(x)r(x) + (x* — 1)) Zr, War(x) + (6 = 1)) = ar(111),

donde & = Y7 ;. Consecuentemente,
¢ ={a(111) : o € Zg} ={000,111,222,333,444,555,666,777},

es decir, € es el codigo de repeticion de longitud 3 sobre Zg. Claramente este c6digo no es
5-ciclico y, por lo tanto, @ (%) no es un cdédigo casi-negaciclcico de indice 2. Sin embargo, en
virtud del Teorema 4.6.2, el c6digo ﬁ?lz((p(%)) si es un cédigo casi-negaciclico de indice 2; tal
como se muestra en el siguiente Cuadro:

0 T
000 — 000000 — 000000
111 — 111111 — 131131
222 — 000222 — 000222
333 — 111333 — 131313
444 — 222222 — 222222
555 — 333333 — 313313
666 — 222000 — 222000
777 — 333111 — 313131

4.7. Imagenes binarias de cédigos (1 -+ 2X)-casi-ciclicos

En esta seccidn estudiaremos propiedades de casi-ciclicidad de la imagen de Gray de un
c6digo ¢ C Z7yy (no necesariamente lineal) que tiene la propiedad de ser (14-2%)-casi-ciclico.

Por medio de ejemplos veremos que el c6digo (%), donde @ : (Z7,,,,8,) — (F %k", Oy ) es la
isometria de Gray, no siempre es casi-ciclico, lo cual es natural en virtud del Teorema 4.2.1. Sin
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embargo, mostraremos que P(%’) es permutacién equivalente a un cédigo casi-ciclico, lo que

conlleva a la definicién de una isometria @ : (Z,,,6;) — (F%kn, Oy ) permutacién equivalente
a la isometria de Gray ®. Con la introduccion de la isometria @, se demuestra lo siguiente: el
c6digo @ (%) es casi-ciclico de indice 2~ 'm si y sélo si % es un cédigo (1 4 2%)-casi-ciclico
de indice m y longitud mn sobre Zi1.

Iniciamos este apartado presentando algunos ejemplos que ilustran que, en general, la ima-
gen de Gray de un cédigo (1 + 2F)-casi-ciclico no es un cédigo casi-ciclico de algtin indice pero
que si es equivalente a un cédigo casi-ciclico. Para ser consistentes con la notacién introducida
en las secciones previas, sea A = 1 + 2k k> 1.

Ejemplo 4.7.1. Considere el c6digo ¢ de longitud 3 sobre Zg con elementos

000 151 222 373 444 515 666 737.

Este c6digo es A-ciclico lineal, con A = 1 +2% = 5. La imagen de % con respecto a la isometria
® de Gray es un cddigo binario de longitud 12 cuyos elementos son:

000000000000 010010101101 000111000111 010101101010
111111111111 101101010010 111000111000 101010010101

Observe que si z = 010010101101, entonces los vectores 6%%(z), 6%4(z), 6%3(z), 6%%(2) y
0®1(z) = o(z) no pertenecen al c6digo ®(%). Por lo tanto, &(%) no tiene alguna propiedad de
casi-ciclicidad. Sin embargo, si definimos la permutaciéon € : I}, — I como
e=(3 6)(4 7)(5 8)y consideramos la permutacién € sobre F}? inducida por €, enton-
ces afirmamos que el c6digo €(P(%)) es casi-ciclico de indice 2 y longitud 12 sobre F;. Para
demostrar esto, observe que los elementos de €(P (%)) son:

000000000000 010101010101 000000111111 010101101010
111111111111 101010101010 111111000000 101010010101

Entonces, es claro que los vectores de la primera y tercera columna permanecen invariantes con
respecto a 6%2. Asimismo, es claro que 62 intercambia los vectores de la segunda y cuarta
columna. De aqui, concluimos que €(®(%)) es casi-ciclico de indice 2 y longitud 12 sobre F,
tal como se afirmd.

Ejemplo 4.7.2. Considere el siguiente c6digo % no lineal de longitud 3 sobre Zg:
(1,14,5) (5,9,14) (9,14,13) (13,1,14) (14,5,9) (14,13,1).

Es ficil verificar, por inspeccién directa, que € es A-ciclico, con A = 1 +23 = 9. La imagen de
Gray de % es un cédigo binario de longitud 24 cuyos elementos son:

010001000011111100101110 011110010111101000100001 111100101110010001000011
101000100001011110010111 101011001111110000010100 110000010100101011001111
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Seaz=010001000011111100101110 (fila 1 y columna 1 del arreglo anterior) y d > 1 cualquier

divisor de 24. Entonces es ficil verificar, mediante cilculos directos, que 6®4(z) ¢ €. Por lo
tanto, el c6digo € no es casi-ciclico para algin indice. No obstante, de igual modo que en el
Ejemplo 4.7.1, permutando las coordenadas de (%) es posible obtener un cédigo que si sea
casi-ciclico. Para demostrar esto, sea € : I — Ig la permutacion definida como

=

Entonces afirmamos que €(®(%)) es un cédigo casi-ciclico de indice 4 y longitud 24, donde €
es la permutacién sobre IF%“ = (IF%)8 inducida por € de la siguiente manera:

01234567

02461357>:(124)(365)‘

€ (2|21 1Z0) = (Zewo)| Zer)| -+ |Zen) . Zi€TS
Esto puede constatarse teniendo en cuenta que los elementos del c6digo €(®(%)) son:

010111001100000101011110 011101110000010100111001
101011000110100010001111

111010100001101000110011
101110011000001010111100 110101000011010001100111

Ejemplo 4.7.3. Sea % el cédigo de longitud 6 sobre Zg que consta de los elementos dados a
continuacion:

062 100 062243 062247 062500 062674 062634 206324 206467 206463
206724 206010 206050 602720 602063 602067 602320 602414 602454

Por inspeccién directa, es facil verificar que % es un codigo A-casi-ciclico de indice 2, donde
A =1+2%=5.Laimagen de Gray de € es el siguiente c6digo binario de longitud 24:

010000001000010100001100
010100001100010000001000
001001100111001101100011
001101100011001001100111
100100001010100000001110
100000001110100100001010

010010001111010011001110
010111001001010101001011
001111100100001110100101
001000100000001010100010
100010001001100011001000
100101001101100111001111

010011001110010010001111
010101001011010111001001
001110100101001111100100
001010100010001000100000
100011001000100010001001
100111001111100101001101

De igual modo que en los ejemplos anteriores, (%) no es casi-ciclico para algdn indice. Pero,
siguiendo con la misma filosofia, permutamos las coordenadas de ®(%’) para inducir alguna
propiedad de casi-ciclicidad en ®(%). Con la notacién del Ejemplo 4.7.2, es posible, aunque
tedioso, verificar que en efecto €(®(%’)) es un cdédigo casi-ciclico de indice 4 y longitud 24
sobre [F5.

En los Ejemplos 4.7.1,4.7.2 y 4.7.3 se defini6 una permutacién, denotada por € de tal forma
que el cédigo €(D(%)) resultd, en todo los casos, ser casi-ciclico. En lo sucesivo definiremos
de forma general la permutacién € y demostraremos que el cédigo €(®(%)) es casi-ciclico.
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Para cualesquiera enteros k,m > 1, definimos la permutacion € : I,, — L, de la siguiente
forma: por medio del algoritmo de la division en los enteros, podemos expresar a [ € I, como
I = (2¥"'m)i+ j, donde 0 < j < 2K~ — 1 es el residuo de la divisién. Entonces definimos
e(l)=2j+i.

Observe que si 0 < < 2¥"!m —1, entonces I = (2¥~'m)(0) +1 y, en consecuencia, £(I) =
21 +0 = 2. Esto quiere decir que la imagen con respecto a & de los primeros 2~ !m nimeros
del conjunto I, (con el orden de los naturales) son todos los nimeros pares de I,,,. De manera
similar, si 28~ 'm <1 < 2%m —1, entonces I = (2"'m)(1) + (), donde 0 < j < 2¥~1m — 1. Por
lo tanto, (/) = 2j+ 1y, consecuentemente, la imagen bajo € de la segunda mitad de I, son
todos lo nlimeros impares de Ly,

£ . <. . . e, o~ k k .
A través de la aplicacién €, inducimos la permutacién € sobre F3 ™ = (F2)*™ de la si-
guiente forma:

Z=(Zo|Z1|-- 1 Zpppy 1) = E(Z) = <Z£(O)’Z£(1)‘ o ’Z£(2km71)> ; (4.6)
donde Zy,Zy,...,Zsk,,_1 € IF;. llustremos estas definiciones con algunos ejemplos.

Ejemplo 4.7.4. Sean k=1, m =1,y n > 1. Entonces 2l =1 y, por lo tanto, para definir &g,
dividimos cada elemento de I, = {0, 1} entre 1, obteniendo:

0=1(0)+0, 1=1(1)+0.
En consecuencia, € es la permutacion sobre I dada por:
€(0)=2(0)+0=0, e(1)=2(0)+1=1,

es decir, € es la permutacién identidad sobre I, y, por consiguiente, € : IF%” —F %” es la permu-
tacion identidad. Observe que para este caso, la primera (resp. segunda) mitad del conjunto I,
consta sélo del cero (resp. uno), que es el inico ndmero par (resp. impar) de /.

Ejemplo 4.7.5. Sean k =2, m =1 y n = 3. Entonces k=l =2 y, por lo tanto, dividimos cada
elemento de I entre 2, obteniendo de este modo:

0=2(0)+0, 2=2(1)+0,
1 =2(0)+1, 3=2(1)+1.

Consecuentemente, € : Iy — I4 es tal que
€(0)=2(0)+0=0, €2)=20)+1=1,
e(l)=2(1)+0=2, e(3)=2(1)+1=3.

Observe que ahora, la primera (resp. segunda) mitad del conjunto /4, es el conjunto {0, 1} (resp.
{2,3}), y que la imagen del conjunto {0, 1} (resp. {2,3}) bajo € es precisamente el conjunto de



118 4.7. Iméagenes binarias de cédigos (1 + 2¥)-casi-ciclicos

todos los nimeros pares (resp. impares) de I4. Por otra parte, note que si Z = (Zy|Z,|2:2|Z3) =
12
(z0,21,22|23, 24,2526, 27, 28|29, 210,211) € F,~, entonces

£(Z) = (z0,21,22| 23, 24,25 | 26, 27,28 | 29,210, 211)
e N N N
Ze(0) Ze(1) Ze(2) Ze(3)

:(Z07Z17Z2‘Z67Z7aZ8‘Z37Z47Z5|Z97Z107Z11)‘
—_— —\— Y —
Zy Z Z Z3

De aqui, podemos ver que, en términos de ciclos, € = (3,6)(4,7)(5,8), lo cual coincide con la
permutacién empleada en el Ejemplo 4.7.1.

Ejemplo 4.7.6. Sean k = n =3y m = 1. Entonces 2¥m = 8 y 2¥"1m = 4. Por lo tanto,

Siendo n = 3, € induce la permutacién € sobre ]F‘%4 dada por la regla de asignacion
(20|21 -+ 1Z7) = (Ze() | Zer)| - 1 Ze(7))

donde Z; € ]F% Consecuentemente, € coincide con la permutacion del Ejemplo 4.7.2.

Dado que la defincién de € es similar a la de la permutacién 7, introducida en la relacion
(2.9) para demostrar que las isometrias @ y @' del Teorema 2.1.13 son (permutacién) equiva-
lentes, vale la pena comparar estas definiciones para ver en qué casos son las mismas funciones.
Este es el proposito del siguiente ejemplo. Antes, recordemos que para cualesquiera enteros
n>1yk>0,1: Ly, — I, estd definida como 7(I) = 2%j+i,donde [ = in+j,0< j<n—1.

Ejemplo 4.7.7. Sean m > 1 y k =n = 1. Entonces € : ,, — by, y, por lo tanto, €(1) =2j+1i,
donde = mi+ j, 0 < j < m— 1. Analizando con més detalle la accién de €, vemos que si
0 <1< m—1, entonces €(I) = 2/. Asimismo, note que si [ > m, entonces [ = m(1)+ j y, en
consecuencia, €(I) =2j+ 1, donde 0 < j < m — 1. De aqui obtenemos

(012 - i -+ m=1 m m+1 m+2 --- m+i --- 2m—1
~\0 24 - 20 -+ 2m—-2 1 3 5 - 241 - 2m—-1)°

Esta permutacion es precisamente la permutacion 7 de la relacion (2.9). Sin embargo, si ele-
gimos m=1yk>1yn>1, entonces € : I,y — I mientras que T : Ly, — Ix, y, por lo
tanto, € es distinta a la permutacién 7. Asimismo, si tomamos m,k > 1y n = 1, vemos que
€ : L, — Ly, y T: Li — Ly no tienen los mismos dominios. De este modo, hemos mostrado
que, las permutaciones € y T son las mismas tnicamente param > 1yk=n=1.
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k . , .
Sean k,m,n > 1 enteros y @ : Z7," | — IF% " 1a isometria de Gray. Por medio de la permuta-

< k . . . k .2
cién € sobre IF% "M definimos la isometria P : (Zg}ffkl , 5;,) — (IFZ mt 511) dada por la relacion

P =€0d 4.7)
donde &, y Oy son, respectivamente, la distancia homogénea sobre L34y 'y la distancia de Ham-
ming sobre F%k’"”.

Como se vio en los Ejemplos 4.7.1,4.7.2 y 4.7.3, el cédigo @ (%) es casi-ciclcico, siempre
que ¢ sea un codigo A-casi-ciclico de indice m y longitud mn sobre Z1, donde A = 1+
2k, Nuestra siguiente labor es demostrar que este resultado es valido en general. Para tal fin,
necesitamos entender con mas detalle la permutacién €. Una forma sencilla de interpretar la
permutacion € es mediante la transposicion de matrices.

SeaZ = (Zy|Zi| -+ |Zo,,_ 1) € (Fg)zk’", es decir, Z es la concatenacion de 2¥m vectores bina-
rios de longitud n cada uno. Dado que k > 1, el nimero de vectores de longitud n es par y, por lo
tanto, podemos agrupar a estos vectores en dos grupos. El primer grupo consiste precisamente
de la primera mitad del vector Z y el segundo grupo de la segunda mitad. Para distinguir entre el
primero y el segundo grupo, cambiamos la forma de escribir los subindices de Z a la siguiente:

Zl,2k*lm71> :

Observe que los elementos de la primera mitad tienen su primer subindice igual a cero y su
segundo subindice variando entre 0 y 2¥~!m — 1. De manera similar, los vectores del segundo
grupo tienen su primer subindice igual a 1 y su segundo subindice variando entre 0y 2~ !m — 1.

Z= (ZO,O\ZO,I | 1Zo o 1112101211

Con la introduccién de esa notacion, a Z le hacemos correponder la siguiente matriz de
tamafio 2 x 2~ !m cuyas entradas son elementos de IF73:

= [ 200 Zog e Lot
Z_ ’ .
Z1o Zig v Zygketyg

Considere, ahora, un bloque Z; de Z, donde 0 </ < 2%m — 1, es decir, el subindice  es el usual.
Queremos determinar en qué renglén y en qué columna de la matriz Mz se encuentra Z;. Dado
que My tiene 2kl columnas, el residuo de la divisién de [ entre 2~ indica en qué columna
de M7z se encuentra Z;, mientras que la parte entera indica en qué renglén de Mz se ubica Z;. Es
decir, si l = (2k_1m)i + j,donde 0 < j < 2k=L,y — 1, entonces Z; se sitda en el renglon i y la
columna j. En consecuencia, Z; se encuentra en la fila j y la columna i de la matriz transpuesta
de M, A

Para relacionar lo anterior con la permutacién €, note que M} es una matriz de tamafio

k
2k=1m x 2 y que, concatenando (en orden) sus renglones, obtenemos un vector Z' € (]1:*‘5‘)2 ",
Asi, se sigue de las dimensiones de M’, que Z; se encuentra en la posicién 2j+i = €(l), donde

= (Zk_lm)i—f—j, 0 < j <2 1m—1. Por lo tanto, podemos concluir que Z' = £(2).
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Con base a las observaciones anteriores, el siguiente resultado es facil de probar.

Teorema 4.7.8. Sean k,m,n > 1, enteros y Z € Z},,. Entonces ®1(Z) = (¢®2k71m op)(Z).

Demostracion. Recordemos que por definicion
9(2) =c i @n@)+2q  en@) e g2 on(2),
donde {1 ®@n(Z), el ' @ro(2) @@l {on(2) e (Fg)zk'n. Por lo tanto, es posible escribir

i1 ®710(Z) = (AolA1] 1Az )

' orn@2)e-ed | ©n(Z) = (BoBi| - |Byy_1)

donde A;,B; € 5,0 <i < 2km — 1. Consecuentemente,

(p(Z) = (A0|A1| e ‘Akafl) +2 (BO‘BI‘ T ’Bkafl)
= (Ao +2Bo|A1 +2B1| -+ |Apkyy_ 1 + 2Bk 1) -

Abhora, calculamos ®(Z) usando la relacion ®(Z) = (¢ o @) (Z). Asi,

D(Z) = ¢ (Ao+2Bo|A1 +2B1 |- |Apy_i + 2Bty )
= (Bo|B1|- - [Baty_11A0 ® Bo|A1 ® B |- |Agky_ B Boty_y) -

2k71

Por otra parte, aplicamos ¢®2k_lm a @(Z) (dado que ¢(Z) € (Z}) " la isometria ¢ de Gray

se aplica a los vectores A; +2B; € IF7):

k*lm
(9% ™0 @)(Z) = (¢(Ao+2Bo)|¢(A1 +2B1)| -+ [9(Asip_1 +2Boip_1))
= (BolAo © BolA1|A1 @ B1| -+ [Baky 1Aty 1 © Bty 1) -

Con el fin de relacionar a ®(Z) con (¢®2 ™o ¢)(Z), considere la matriz Mgz), asociada al

vector ®(Z) € (Fg)zkm:

M _ B() Bl Bka—l
*2) Ag®By A1 @B - Ay 1 OBy )

Note que el primer renglon de Mgz es la primera mitad de ®(Z), y que su segundo renglén
es la segunda mitad de ®(Z). Asimismo, observe que concatenando los renglones de la matriz

M&)(Z) obtenemos el vector ®(Z)’, el cual coincide con ((p®2k_l’” o@)(Z). Ya que la permutacion

que envia ®(Z) a D(Z)' es €, el resultado se sigue. O
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Recuerde que por la Proposicién 3.4.5, para todo s > 1, se tiene que ¢©* o v®* = 650 ¢©¥,
donde v®* es el corrimiento casi-negaciclico sobre 7y, o’ es el corrimiento casi-ciclico sobre
F2"y ¢ es la isometria de Gray de Zy' a F%S”. Combinando el Teorema 4.7.8 con la Proposicién
3.4.5, obtenemos el siguiente resultado.

. . k—1
Teorema 4.7.9. Con la notacion anterior, ®1 o v?m = o%2 Mo,

» . . k=1
Demostracion. Aplicando v;" a la derecha de la relacion ®; = 2 " o ¢ obtenemos que

Qm __ (P ®@2k-1

m ®m
Piov, " = opov,.

k—1
Usando el hecho de que ¢ o vf”" = v®2" 7o @ (Teorema 3.3.4), tenemos que
k—1 k—1
D, ov%)m = ¢%F Mmoy®2T Mo,

.. k-1 k-1 k-1 k-1
Ahora, por la Proposicién 3.4.5, ¢©2 Mo y®2" m = g®27 m o ¢®27 My nor Jo tanto,

P 0 vf?’” — g2 mg ¢®2k_1m °Q,
de donde el resultado se sigue al reemplazar ¢)®2Hm o ¢ por @ (Teorema 4.7.8). [l

Como consecuencia del Teorema 4.7.9, a continuacion caracterizamos a los codigos A-casi-
ciclicos, donde A = 1+ 2*, en términos de las propiedades de casi-ciclicidad de sus imagenes
con respecto a la isometria @;.

Teorema 4.7.10. Sea € un cédigo sobre Zaii1 y A =1+ 2. Entonces € es un cédigo A-casi-
ciclico de indice m'y longitud mn si 'y sélo si ®1(€) es un cédigo casi-ciclico de indice 2¥'m
y longitud 2*mn sobre F».

Demostracion. Supongamos que % es un cédigo A-casi-ciclico de indice m y longitud mn sobre

Zsk+1. Entonces v/{@’" (¢) = €y, por lo tanto, del Teorema 4.7.9 se tiene que

P((%) = D1 (Vi"™(6)) = 6% "(Dy(%)).

En consecuencia, @ (%) = G®2k71m(¢1(<€)). Esto es, @ (%) es un cddigo casi-ciclico de in-
dice 2¥~!m y longitud 2*mn sobre IF,. Reciprocamente, si ®; (%) = G®2k_1’”(CI>1 (%)), entonces
@, (€)= 1 (v;"(¢€)) pues, por el Teorema 4.7.9, @2 Im(@y (%)) = ®, (Vvi™(€)). Como la
isometria de Gray @ y la permutacién € son funciones inyectivas, se tiene que ®; = €0 ® es
también una funcion inyectiva. Consecuentemente, ¢ = vf?m(%). [
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A modo de ejemplo, recuerde que el codigo € del Ejemplo 4.7.3 es un c6digo A-casi-
ciclcico de indice 2 y longitud 6 sobre Zg, donde A = 5. Por lo tanto, se sigue del Teorema
4.7.10 que (€0 @) (€) = @1 (€) es un cbdigo casi-ciclico de indice 4 y longitud 24 sobre F,
tal como afirmamos sin demostracion en dicho ejemplo.

Otra aplicacion del resultado anterior es la siguiente Proposicion que establece algunas pro-
piedades del codigo de Reed-Muller ZRM (s — 1,s) sobre Zg.

Proposicion 4.7.11. Sea s > 2 un entero y ZRM (s — 1,s) el cédigo de Reed-Muller sobre 74 de
longitud 2°~. Entonces

(1) El codigo ZRM (s — 1,s) es negaciclico.

(2) ZRM(s — 1,s) es invariante con respecto al automorfismo N3 sobre ZEH, el cual multi-
plica la ultima coordenada de cada vector de ZZH por 3.

Demostracion. (1) Seak =1y observe que ®; = ¢©™, pues ¢ es la funcién identidad sobre Zg.
Asimismo, siendo RM(s — 1,s) un cédigo ciclico (casi-ciclico de indice 2° = 1), con la notacién
del Teorema 4.7.10, la dnica posibilidad para el entero m es m = 1. Consecuentemente, | = ¢.
Ya que | (ZRM (s —1,s)) = ¢(ZRM (s — 1,s)) = RM(s — 1,s), se sigue, del Teorema 4.7.10,
que ZRM (s — 1,s) es un c6digo negaciclico de longitud 25~1 sobre Z4.

(2) Recuerde que por el Teorema 4.3.4, ZRM (s — 1,s) es un cdodigo ciclico. Asi, ZRM (s — 1,s)
es un codigo ciclico y negaciclico. Por lo tanto, en virtud de la Proposicion 4.4.4, ZRM (s — 1, s)

. . s—1
es invariante con respecto al automorfismo 73 sobre Zﬁq . 0

Es importante sefialar que si 4 es un codigo A-casi-ciclico de indice m y longitud mn sobre
Zyi 11, entonces el indice de casi-ciclicidad del codigo ®;(%’) es menor que el indice de casi-
ciclicidad del c6digo ®(2), donde Z es un cédigo casi-ciclico de indice m y longitud mn sobre
Zsk+1. De manera mds especifica, por el Teorema 4.7.10, el indice de casi-ciclicidad de ®; (%)
es 25~ 1m mientras que, por el Teorema 4.2.1, el indice de casi-ciclicidad de ®(2) es 2*m (el
doble de indice de ®(%)). Esto quiere decir que el codigo P (%) estd mds “cerca” de ser un
cédigo ciclico y, por lo tanto, en este sentido, ®; (%) tiene mejor propiedad de casi-ciclicidad
que el codigo (2).

Debido a las observaciones previas, si ¢ es un c6digo casi-ciclico y A-casi-ciclico a la vez,
entonces puede ser preferible calcular ®;(%) en lugar de ®(%). Si lo anterior es preferible,
entonces para el caso de cédigos ciclicos lineales de longitud impar sobre Z,i+1, puede ser mas
conveniente usar la isometria ®; que la isometria @ pues la mayoria de estos c6digos son A-
ciclicos. Sin embargo, no todos los cédigos ciclicos lineales de longitud impar sobre Z,i+1 son
A-ciclicos. Asi, es importante investigar si existe una forma de obtener c6digos casi-ciclicos
de indice 2! y longitud 2~!'n sobre F, como imagenes de Gray de cualquier cédigo ciclico
lineal de longitud n (impar) sobre Z+1. Esto es lo que investigaremos en la siguiente seccion.
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4.8. Imagenes de Nechaev-Gray de cddigos ciclicos lineales

En esta seccién investigaremos una forma de obtener cédigos casi-ciclicos de indice 2!y
longitud 2*n sobre >, como imdgenes de Gray de cualquier cédigo ciclico lineal de longitud
n (impar) sobre Z,c+1. Note que esta clase de codigos casi-ciclicos han sido obtenidos como
imdgenes, con respecto a la isometria @, de c6digos A-ciclicos (Teorema 4.7.10).

Sean k > 1, n > 1 un entero impary A = 1+ 2k Recuerde que el Teorema 4.6.2 establece

~ ~®2k71
que oy = U=y o@y,por lo tanto,

k—1 —~ k—1 ~ k—1
092 ooy =9¢%* opy* og.

Ya que por el Teorema 4.7.8, ®; = ¢®2k_1 o @, obtenemos que
k1~ k—1
=9 ol o
_ k-1
= (9ofi-)™ oo, 48)

oy

donde la dltima igualdad se debe a que (fog)®* = f©5 0 g®S, para cualesquiera funciones f,g
tales que la composicion f o g esté definida.

Una bella descripcion de la aplicacion ¢ o i fue econtrada en [54]. Con el propésito de
enunciar formalmente tal descripcion, necesitamos definir la permutacion de Nechaev.

Para cualquier entero n > 1 impar, en [54] se define la permutacién A" : I, — I, como
N =(,n+1)3,n+3)--- i+ 1,n+2i+1)---(n—2,2n—2).

Continuando la terminologia introducida en [54], definimos la permutacion de Nechaev sobre
IF%” como la permutacién .4 inducida por ./, es decir, si Z = (20,21, --,2m—1) € ]F%”, entonces

—~

‘/V(Z) = (ZL/V(O)azJV(I)? cee 7Z</V(2n71)) :

Proposicion 4.8.1. Sea n > 1 un entero impary i la permutacion sobre Z; definida como

.u'—l(ZO7Zla ceey iy 7Zn—l) == (Z07_Z17 tr (_1>izia ) (_l)n_lzn—l)-
Entonces

gop_ =N 0.

Como ./ es una permutacion sobre IF%”, se sigue que la funcion ¥ = .4 o ¢ es una isome-
tria, la cual ha sido denominada en [54,55] la isometria de Nechaev-Gray.
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Por otra parte, aplicando la Proposicién 4.8.1 a la relacién (4.8), obtenemos que
~ ~ @2+ ~ k-1 k-1 ~ k-1
(I)lo‘ul:<,/l/o¢> O(P:J;/®2 o¢®2 o(p:,/V®2 od.

- ., —onk—1 ., k
Ya que ./ es una permutacién sobre F2", entonces .4 ©>  es una permutacién sobre ]F% "y,

—onk—1 . . .
por lo tanto, ¥ = 4“2 0 ® es una isometria. Observe que si k = 1, entonces ®; = ¢ y, por
lo tanto,
NET od) =N 00

Por tal razén, llamaremos a la aplicacion
@2k
Y= ©) CI)I

la isometria de Nechaev-Gray (sobre Zyi+1). El siguiente resultado generaliza el Corolario 3.8
de [54], el Teorema 14 de [55] y es andlogo al Corolario 17 de [52].

Teorema 4.8.2. Sea 6 un cddigo lineal de longitud n impar sobre Z,i+1. Las siguientes son
equivalentes:

(1) € es un cadigo ciclico,
(2) ®(%) es un cddigo casi-ciclico de indice 2* y longitud 2*n sobre T,

(3) W(%) es un cédigo casi-ciclico de indice 2~ y longitud 2*n sobre FF,.

Demostracion. Ya que un cédigo casi-ciclico de indice m = 1 es precisamente un cédigo ciclico,
del Teorema 4.2.1 obtenemos que (1) implica (2).

(2) implica (3). Sea ®(¢’) es un cédigo casi-ciclico de indice 2* y longitud n sobre IF». Entonces,
en virtud del Teorema 4.2.1, € es un cdédigo ciclico de longitud n sobre Z,ii1, €l cual por
hipétesis es lineal. Por el Lema 1.4.2, 11, (%) es un cédigo A-ciclico lineal de longitud n sobre
Zoki1. Asi, por el Teorema 4.7.10, @; (i1, (%)) es un cédigo casi-ciclico de longitud n sobre IF,.
Por definicién, se tiene que (%) = A2 (@1 (%)) = @, (i} (€)), de donde el resultado se
sigue.

(3) implica (1). Por definicién (%) = A2 (&1 (%)) = @1 ([ (¥)). Esto quiere decir que
@ (11, (¢)) es un cédigo casi-ciclico de indice 2¢~! y longitud 25~ !'n sobre F,. Como n es
impar y % es lineal, el Lema 1.4.1 establece que % es un cédigo ciclico de longitud n sobre
Lyks1. L]

Ejemplo 4.8.3. Sea % el cddigo ciclico lineal de repeticion de longitud 3 sobre Zg (Ejemplo
4.6.3). Yaque vs(111) =511 ¢ €, € no es un cdédigo 5-ciclico y, en consecuencia, ®1(%’) no
es codigo casi-ciclico de indice 2 y longitud 12 sobre 5. Sin embargo, por el Teorema 4.8.2 la
imagen de % con respecto a la isometria de Nechaev-Gray, si es un cédigo casi-ciclico de indice
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2 y longitud 12. Para ilustrar este hecho, primero calculamos la imagen de 4 con respecto a @
y luego aplicamos ¢©? para obtener @ :

[0) ¢®2
000 — 000000 — 000000 000000
111 — 111111 — 000111 000111
222 — 000222 — 000000 111111
333 — 111333 — 111111 111111
444 — 222222 — 000111 111000
555 — 333333 — 111000 111000
666 — 222000 — 111111 000000
777 — 333111 — 111000 111111

Dado que en este Ejemplo n = 3, se sigue que .4 = (1,4). Por lo tanto, la permutacién de Ne-
chaev sobre F§ es tal que .4 (20, 21,22,23, 24,25) = (20,24,22,23,21,25)- Siendo k = 2, la isometria

de Nechaev-Gray Zéz es precisamente ¥ = N2 ®,. Por lo tanto la imagen de Nechaev-Gray
del cédigo € es la siguiente:

b4
000 — 000000 000000
111 — 010101 010101
222 — 000000 111111
333 — 111111 111111
444 — 010101 101010
555 — 101010 101010
666 — 111111 000000
777 — 101010 101010

De este arreglo podemos verificar que en efecto ¥(%) es un c6digo casi-ciclico de indice 2 y
longitud 12 sobre [F.

En la Proposicién 4.5.6 caracterizamos a los cddigos lineales de longitud n (impar) so-
bre Z,ii1 que tienen la propiedad de ser ciclicos y A-ciclicos al mismo tiempo, como aque-
llos cédigos para los cuales 4" = 1, (¢'). Usando esta caracterizacion y la relacién @ o i1 =

k-1 . 1. . . . .
N ®2 oy, caracterizamos, ahora, a estos c6digos en términos de su imagen bajo ®.

Teorema 4.8.4. Sea € un cddigo lineal de longitud n (impar) sobre Zsi1 y A =1+ 2k k> 1.
Entonces € es un codigo ciclico 'y A-ciclico si'y solo si ®1(€) es invariante con recpecto a la

o ookl g
permutacion N %, donde N es la permutacion de Nechaev.

Demostracion. Sea € un cédigo ciclico y A-ciclico de longitud n (impar) sobre Z,+1. Enton-
ces, Uy (¢) = €'y, por lo tanto,

®1(%) = D1 (1p (%)) = 4 (@4(%)).
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Esto quiere decir, que ® (%) es invariante con respecto a WO
Reciprocamente, supongamos que ®; (%) = A4 2" (d,(%)). Ya que <=/V®2k_1 o<I>1> (¢) =

(@ oy ) (€), se tiene que P (€) = Dy (11, (¢)). Como @y es inyectiva, se concluye que € =
1y, (€), es decir, € es A-ciclico. O

Enunciado de otra forma, el Teorema 4.8.4 dice que si un c6digo binario & es Zj+1-lineal y
casi-ciclico de fndice 2! y longitud 2¥n, donde n es impar, entonces este cédigo es equivalente
a la imagen de un cédigo ciclico y A-ciclico si y s6lo si & es invariante con respecto a la
permutacion N2 , donde N es la permutacion de Nechaev.

De los Cuadros 4.1 y 4.2, notamos que la mayoria de los cddigos ciclicos lineales de lon-
gitud 3 sobre Zg y Zj¢ son A-ciclicos. Como consecuencia de este hecho, obtenemos que la
imagen con respecto a la isometria ®; de estos cddigos son invariantes con respecto a la per-
mutacién A €2 , donde k = 2,3. En general, como la mayoria de los codigos ciclicos lineales
de longitud impar sobre Zy+1 son ciclicos y A-ciclicos, entonces varios de esos c6digos tienen

. L 1. . . . ., k-1
como imagen con respecto a ®; un cédigo que es invariante bajo la accién de 4<%,



Capitulo b

Imagenes de cédigos (1+2¢!)-ciclicos y
(1421 +25)-ciclicos

En este capitulo describiremos algunas propiedades de las imdgenes, con
respecto a las isometrias ¢ y ® de Gray, de cédigos (14 2F1)-ciciclos y
(1+ k=1 4 2k)-cfclicos sobre Zy+1, donde k > 3. Demostraremos que un

~ k=2 ~
c6digo € es (14 2k 1)-ciclico si y sélo si T(c@V)** (c)+¢ € 9(F),
donde ¢ € (¢) y ¢ =} | ®(2,0,...,0) € Zﬁkil” siempre que el vector
te Zikil , obtenido al concatenar en orden las coordenadas de ¢ con subindice
enel conjunto {n—1,2n—1,...,2k1n— 1}, satisface que t € (1,3,...,1,3) +
(2ck71,. ., 2¢}71,2¢k1); en caso contrario, ¢ = (0)-1,,. La permutacién 7 es
la permutacidn sobre ZEH” inducida por la permutacién 7 definida en la rela-

cion (5.3). Usando la misma notacién, también demostraremos que un cédigo
% es (1+ 21 4 25)ciclico si y sélo si para todo ¢ € ¢(%’) obtenemos que

F(ve o)™ () +¢ € o(¥).

5.1. Introduccién

El estudio de propiedades como linealidad, casi-ciclicidad y casi-negaciclicidad de cédigos
obtenidos como imagenes de Gray de codigos consta-ciclicos sobre anillos, es una reciente y
atractiva linea de investigacion impulsada por los trabajos de Hammons et. al [23], A. Nechaev
[40] y J. Wolfmann [54,55]; siendo [54,55] los primeros trabajos que analizan la relacion entre
codigos consta-ciclicos sobre anillos y cddigos casi-ciclicos sobre campos finitos.

En especifico, en [54,55] se demostrd que la imagen de Gray de un cédigo negaciclico de
longitud n sobre Z4 es un cédigo ciclico binario (no necesariamente lineal) de longitud 2n.
Asimismo, se prob6 que la imagen de Nechaev-Gray de un cédigo ciclico lineal de longitud n
impar sobre Z4 es un cédigo ciclico binario de longitud 2n. Entre otras cosas, estos resultados
dieron una explicacion satisfactoria al por qué los cédigos de Kerdock, Preparata, etc. estdn
relacionados con cddigos ciclicos binarios no lineales; hecho que fue descubierto en [23,40].

Hoy en dia existen varios trabajos que generalizan algunos de los resultados alcanzados
en [54,55] a los anillos Zpk+1 de enteros moédulo karl (cf. [33,51,52,59]); a los anillos de
Galois GR(pk“,s) (cf. [35,36,50]) y, de manera mas general, a los anillos de cadena finita
(cf. [29]). Aunque originalmente, el estudio de estos temas se plantea sobre anillos de cadena
finita, recientemente algunas investigaciones han encontrado resultados interesantes en otras
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familias de anillos finitos que no son de cadena finita (cf. [17,57] y las referencias citadas en
este trabajo).

Para ser mds claros con respecto a clase de cddigos consta-ciclicos (o y-ciclicos para ser més
especificos) contemplados en [29, 33, 35, 36, 50-52, 54, 55], recuerde que un anillo de cadena
finita es un anillo local de ideales principales y, en consecuencia, la reticula de ideales de un
anillo de cadena finita R es (cf. [14]):

RD(6) D (%) >---2 (61 >(6") >(0).

Entonces, en los trabajos antes mencionados, se estudian propiedades de casi-ciclicidad de la
imagen de Gray de cédigos y-ciclicos, donde ¥ = 1 — 6'. En gran medida esto se debe a que
si R = Zg4, entonces 8 =2, ¢t =1y, por lo tanto, y =1+ 2! = 3: unidad que fue considera en
[54,55] para definir a los codigos negaciclicos sobre Zy.

El proposito del presente apartado es investigar algunas propiedades de casi-negaciclicidad
y casi-ciclicidad de los cédigos (%) y ®(%'), donde ¢ y ® son las isometrias introducidas en
el Capitulo 2 de esta tesis, € es un cddigo y-ciclico sobre Z,i+1 y Y €s una de las siguientes
unidades en Zp+1:

& =1+21 & = 1+2F1 40k con k> 3.

Observe que los cédigos que ahora consideraremos estdn definidos sobre el anillo Z,+1, donde
k > 3, el cual es un anillo de cadena finita en el que 8 =2 y t = k. Asi, nuestro trabajo continda
en la linea de investigacion de cddigos definidos sobre la clase de anillos de cadena finita. Sin
embargo, note que las unidades que estaremos considerando no son de la forma 1 — 67, unidad
que fue considerada en [29, 33, 35, 36, 50-52, 54, 55]. Desde el punto de vista de la reticula
de ideales del anillo Z,+1, las unidades 0; y 0, provienen de sumar 1 a los elementos P
y 21 1 2% los cuales pertenecen al ideal (2F—1) C Zyik+1; mientras que la unidad y =1+ 2k
resulta de sumar 1 al generador del ideal (2¥) de Z+1. Por lo tanto, con este trabajo proponemos
ir un paso a la izquierda en la reticula de ideales del anillo Z1:

Zoke1 D (2) D (2% D -2 251 5 (25 o (0).

En la Seccién 5.2 caracterizamos a los codigos 0;-ciclicos en términos de sus imagenes con
respecto a la isometria ¢ (cf. Teorema 5.2.17), y en la Seccién 5.3 caracterizaremos a la familia
de cédigos O,-ciclicos a través de sus imdgenes con respecto a la isometria ¢ (cf. Teorema
5.3.3). Algunos casos especiales de cédigos 0;-ciclicos asi como de cédigos &,-ciclicos serdn
tratados con mayor detalle.

Aunque algunos resultados presentados en este apartado serdn validos también para k = 2,
se ha pospuesto el estudio de cddigos sobre Zg para el siguiente capitulo. Esto se debe a que en
7Zg las unidades 8, = 1 +2¥"1 =3y § = 14+ 2K1 42k = 7 son de orden 2 y, en consecuencia,
las propiedades de sus imagenes se ven alteradas por esta particularidad.
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5.2. Imagenes sobre Z; de cédigos (1+ 25 1)-ciclicos

En esta seccidn estudiaremos algunas propiedades del c6digo ¢(%'), donde % es un cédigo
0y-ciclico, 01 = 1+ k=1 k>3 y ¢ es la isometria introducida en la Seccion 2.2. A diferencia
de los capitulos anteriores, el c6digo ¢ tiene tinicamente la caracteristica de ser d;-ciclico, en
lugar de ser &;-casi-ciclico. Futuros trabajos pueden considerar la posibilidad de generalizar los
resultados que aqui presentamos a la familia de cédigos O;-casi-ciclicos.

Veamos un ejemplo de un cédigo &;-ciclico de longitud 3 sobre Z1¢.

Ejemplo 5.2.1. Sean k =3, n =3y Z el cdédigo (no lineal) de longitud 3 sobre Z;¢ cuyos
elementos son:
(1,6,7) (3,1,6 (14,3,1) (5,14,3)

)
5)  (9,6,15) (11,9,6)

(15,5,14) (6,15,
(14,11,9) (13,14,11) (7,13,14) (6,7,3)
Es facil verificar que este c6digo es 8;-ciclico, con §; = 1 +2%! = 5. La imagen de 2 con

respecto a la isometria @ es el siguiente cédigo de longitud 12 sobre Zj4:

101 123123101 110112312310 211011031231 121301 103323
312130110332 031213211033 303321321303 330332132130
233033013213 323103301 121 132310330112 013231233011

Note que @(Z2) no es un cédigo casi-ciclico ni un cédigo casi-negaciclico para ningin indice d,
donde d es un divisor de 12, con 1 < d < 12. Sin embargo, ¢(2) tiene la siguiente propiedad:

Sean ¢ y Vv, respectivamente, el corrimiento ciclcio y negaciclico sobre Z4. Considere la per-
mutacion t = (0 6)(3 9) sobre el conjunto I, ={0,1,...,11} y sea T la permutacién sobre
Z}LZ inducida por ©. Entonces

T ((c®v)®?) (¢(2)+ @ (2°bz®2by)) € (2) (5.1)

donde 2°bz; ©2bz = (0,0,23r0(22)r2(22)) ¥ Z = (20,21,22) € €.

Por ejemplo, sea Z = (3,1,6). Entonces ¢(Z) = 110112312310y 23Z®2Z = (0,0,0). En
consecuencia, ¢(23Z ®2Z) = (0)12 y, por lo tanto,

Z((c@v)*?) (9(2)+¢(2°2®22)) = T((c(110)|v(112)|6(312)|v(310)))
= 7(011]211[231]031)
=211011031 231,

el cual es un vector que estd en el cddigo ¢(2). De manera similar, si Z = (9,6, 15), entonces
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¢(Z) =303 321 321 303, ¢(23Z ®2Z) = 002 002 002 002 y, por lo tanto,

T (0@ Vv)*?) (9(2)+¢(2°Z©22)) =7 (o ®v)©?) (301 323 323 301)
= 7 ((6(301)|v(323)|6(323)|v(301)))
= 7(130[132|132|130)
= 330332 132 130,

obteniendo de nuevo un vector que se encuentra en @(2). Para finalizar este ejemplo, observe
que el siguiente vector no pertence a ¢(2):

T ((6®Vv)®?) (9(2)) = T (c(303)|v(321)|0(321)|v(303))
= 7(130]132|332/330)
= 330332 132 130.

De este dltimo hecho concluimos que la propiedad

(02 v)) (9(2) € 9(2), ¢(Z)€p(2) (5.2)

no es satisfecha por el c6digo @(2) y, por lo tanto, el término 7 ((0 ® v)¥?) (¢(2°Z ©2Z)) de-
be considerarse (aunque mas adelante investigaremos qué condiciones debe satisfacer un cédigo

% para que T ((G ® v)®2k71> (¢(2¥Z®2Z)) pueda ser omitido).

Demostrar la propiedad (5.2) que se observo en el ejemplo anterior es el principal propdsito
de esta seccién. De este modo, demostraremos que todos los cédigos (14 2%~1)-ciclicos sobre
Zinik+1, con k > 3, tienen como imagen con respecto a ¢ un codigo sobre Z4 que cumple con la
propiedad (5.1) del Ejemplo 5.2.1. De hecho, demostraremos que esta propiedad caracteriza a
tales codigos.

Aunque en este capitulo nos interesa estudiar las imagenes de cddigos 6;-ciclicos sobre
Zok+1, con k > 3, algunas definiciones y resultados que presentaremos aqui serdn enunciados
para k > 2. Esto lo hacemos con el fin ser lo mas general posible y de dar una pauta de algunas
de las diferencias que encontraremos cuando analicemos las imédgenes de cddigos 3-ciclicos y
negaciclicos en Zg.

Iniciamos dando una definicion de la permutacion 7 que se usé en el Ejemplo 5.2.1.

25=2p. Sobre el conjunto

Seank >2,n>1enterosy [ =
Lic1, =1{0,1,2,...,m21 — 1}
definimos la permutacién 7 como

=0 Dn I+n)2n 1+2n)---(22=Dn 1+22-1Dn). (5.3)

Veamos algunos ejemplos de esta permutacion.
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Ejemplo 5.2.2. Sean k = n = 3. Entonces [ = 2K"2n =6y (2"2 — 1)n = 3. Asi, 7 es una
permutacién sobre el conjunto I}, definida como x = (0 I)(n I+n)=(0 6)(3 9).Note
que esta permutacion es precisamente la permutacion 7 del Ejemplo 5.2.1.

Ejemplo 5.2.3. Un caso particular de la permutacién 7 es cuando tomamos cualquier entero
k > 2y fijamos n = 1. Para esta situacién, [ = 2¥~2n = 22 y, por lo tanto, 7 es la permutacién
sobre el conjunto /-1 dada por la expresién

=0 21 22412 28%242).(2F2—1 222k,

Observe que si Z = (A|B) es un vector de longitud 2~ ! sobre algiin alfabeto, en el que A y B
son de la misma longitud, entonces (Z) = (B|A), donde T es la permutacién inducida por 7.

Ejemplo 5.2.4. Otro caso de particular interés resulta al considerar k =2 y n > 1. En este caso,
[ =2K2n=nvy (252 —1)n = 0. En consecuencia, 7 es la permutacién sobre el conjunto b,
definida por el ciclo # = (0,n). Como veremos, este hecho es una de las causas del porqué es
necesario distinguir entre los casos k > 3y k = 2.

Sean > lunenteroy Z = (20,21,---,2n—1) € ngﬂ. Recuerde que en la Seccion 1.3 de esta

tesis definimos los siguientes vectores de sz e

Z(Z(),Zl,...,zn_z,()), bZ(O,...,O,Zn_l),

en donde acordamos que sin = 1, entonces a =0y b = zy. Con base en lo anterior, es claro que
paratodon > 1yZ € ZJ, ,, tenemos la expresiéon Z =a+b.

Lema 5.2.5. Sean k > 2 y n > 1 enteros. Siguiendo con la notacion anterior, se tienen las
siguientes relaciones:

(1) o(p(a)) = c“(p(a)) = - = 0“2 (p(a)).

(2) v(p(a)) = v (p(a)) = = v (g(a)).

(3) o(9(a) = v(p(a)).

(4) v (p(a) = (02 v)*2 (p(a)) = (v@ 0)*2 (g(a)).

,~ . k=1, . . . . .
(5) Simeslapermutacion sobre Zﬁ "inducida por la permutacion « definida en la relacion
(5.3), entonces

v (pa) = 7 (v (o(@))).

En particular, se tiene que

v (o@) = 7 ((02v)™ “(p() =7 ((ve o)™ (o).
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Demostracion. Dado que a tiene un cero en la coordenada con subindice n — 1, se tiene que el

vector ¢(a) € Zik_l tiene un cero en aquellas coordenadas con subindice en el conjunto (ver la
relacion (3.6))
125ty ={n—1,2n—1,3n—1,...,25 Ih—1}.

Consecuentemente, ¢ (a) puede ser expresado como la concatenacién de 2€~! vectores de lon-
gitud n sobre Zy4, los cuales tienen su tltima coordenada igual a cero, digamos (A*,0) € Zz_l X
{0}. Entonces

(P(a) = (A070|A170| |A2k71_270|A2k71_170)'
N~~~ —_— ——
n n n n

A partir de aqui es facil convencerse de que las relaciones (1)-(4) del Lema son ciertas. En
efecto,

k—1 k—1__ k—1_
o (¢(a)) = (0(4%0)[c(A",0)|---|c(A* ~?)|c(a* ~,0))
— (0,4%0,A']---]0,4% 210,42 1),

Pero esta expresién es la misma si calculamos o (¢(a)), c®%(¢p(a)), etcétera. Esto verifica la
reclacién (1) del Lema. Ademads, note que

o(A1,0) = (0,A) =v(A',0), Vi=0,1,....281 1,

y, por lo tanto, (2)-(4) se siguen inmediatamente. Para demostrar (5), observe que el vector
v@2 7 (p(a)) = 0¥ ' (p(a)) tiene ceros en las coordenadas con subindice en el conjunto

{0,n,2n,...,(2 1 = Dn},

y que la permutacion 7 intercambia precisamente aquellas coordenas cuyo subindice estd en tal
conjunto. En consecuencia (5) se sigue. [

Observe que en virtud del Lema 5.2.5, el vector
v (pa) = (0@ V)™ (@) = (vo o)™ (p()
permanece fijo bajo la permutacién 7.

Lema 5.2.6. Sean k > 2, n > 1y T la permutacién sobre Zﬁkil inducida por la permutacion
definida en (5.3). Entonces, para todo Z € Zyi+1, se tiene que

v (p(22022) = 70w ) (9(2'2022)) = #(ve o) (9(22022)).
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Demostracion. SiZ=ro(Z)+2r1(Z)+---+2Fri(Z) es larepresentacién 2-ddica de Z, entonces

0(2*202z) =21 ®@r0(2) xr_1(Z) = k1 @24
=20 (1,1) @24 =29 (24]24),

donde A =ro(Z) xrr_1(Z) € {0,1}* C Z} y “+” es la multiplicacién coordenada por coordenada
de los vectores ro(Z) y r—1(Z) . En consecuencia, por el Lema 3.2.3, se tiene que

v (92" 2222)) = v¥¥ ' (¢h 2@ (24]24)) = L 2@ vER(24)24).
Ya que 2A es un vector cuyas coordenadas estan en el ideal maximal de Zg4, se sigue que
VvP2(24124) = (v(24)[v(24)) = (0(24)[v(24)) = (v(24)|0(24)).

De acuerdo a la defincién del operador “®”, tenemos que (6(24)|v(24)) = (o ® v)(24[24).
Por lo tanto,

v (2 2©22)) = i3 @ (0@ v)(24124) = (0@ v)*? (3 ® (24]24)).

Reintegrando el proceso, obtenemos la relacién c’]i:% ® (2A24) = c’,jj ® 2A, de donde con-
cluimos que v®2 (¢(2%Z ©22)) = (6 @ v)®2 (9(2¥Z®2Z)). Para demostrar la segunda

. k- . _
relacion, basta observar que v®? l (¢(2¥Z ®27)) es la concatenacién de 28~ vectores de lon-
gitud n cada uno, a saber, los vectores V(2A):

v (9(22022)) = (v(24)|v(24)| - |v(24) [v(24)) € ()"
Recuerde que la definicién de la permutacién 7 es
=0 On I+n)2n 1+2n)---(22=Dn 1+22-1)n),

donde I = 2¥=2n. Por lo tanto, la permutacién 7 intercambia la primera coordenada del vector
v(2A) ubicado en el bloque i con la primera coordenada del vector v(2A) del bloque / + i, donde
0<i< (2"_2 — 1)n. En consecuencia, se sigue que

v (p(22022) =7V (p(2'222))),

lo que finaliza la prueba. ]

Del mismo modo que en el Lema 5.2.5, observemos que el vector ye2! (9(2k2®22)) que-
da invariante bajo la accién de permutacion 7. Asi, esta permutacién puede o no ser considerada
como parte de escritura de dicho vector. Haremos uso de esta ventaja en el Teorema 5.2.10 que
enunciaremos mas adelante.
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Lema 5.2.7. Sean > 1unenteroyb = (0,...,0,b) € Zj.
(1) Sik>?2, entonces v~ <3c£:{ Qb+ 2c£:5 ® b) =(o® v)®2k72 (cllij ® b).
(2) Sik >3, entonces (7770 (o® v)®2k72> (c],i:} ®b) =(o® v)®2k72 (cij ®b>.
Demostracion. Primero note que
3f-j@b+2dh @b = (3] + 2] ) @b,

Ademds, de la definicidn recursiva de los vectores ci."l, sabemos que cij = cij ®(1,1)y

k—1 __ k—1 :
¢4, = ¢, ®(0,1). En consecuencia,

3kl ockl = k22 (3,1).

Por otra parte, del Lema 3.2.3 se obtiene que

Dado que la longitud del vector c’,:% es 272, aplicamos el Lema 3.2.3 para obtener:

k—2 _ —
(Ve V)2 (c’,g_§® (3b|b>) =20 (v(3b)|v(b)).
Como b = (0,...,0,b) € Z}, entonces v(3b) = v(0,...,0,3b) = (b,0,...,0) = o(b). Asi,

=22 (v(3b)|v(b)) = <2 @ (a(b)|v(b))

EG@V)(b]b)
o V)2 (3@ (blb))
®V)
)

@2k=2 <c£:§®(1|1)®b)

Esto finaliza la prueba de (1). Para demostrar (2), observe que

(c@v)*27 (=} @b) = (a(b)|v(b)|o(B) |y (b)|-+- |5 (b) v(b)).
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En consecuencia, las coordenadas con subindice en el conjunto
P={0,2n,4n,...,25 20, (22 4 2)n,..., (251 = 2)n},
son todas iguales a b; mientras que las coordenadas con subindice en el conjunto
I={n3n,5n,...,22+)n, 22+ 3)n,...,2" = )n}
son todas iguales a —b. Por otro lado, recuérdese que la permutacién 7 estd definida como
7=0 Dn n+D)---(22=2n 1+@2=2n) (2 2=1n 1+(252-1)n),
donde I = 2K=25n. Como k > 3, la permutacion 7 es distinta de la permutacién (0,7) y, por lo

tanto, T(P) = Py w(I) = I; de donde (2) se sigue. O

Vale la pena observar que si k = 2, entonces P = {0}, I = {n} y # = (0 n). Por lo tanto,
n(P) =1y n(I) = P, de este modo, si k = 2 la relacién (2) del Lema 5.2.7 es falsa. Por otro
lado, obsérvese que en la relacién (1) del Lema 5.2.7 la permutacién 7 no figura mientras que
ésta es la clave para establecer la relacion (2) del Lema 5.2.7.

Lema 5.2.8. Seank > 2, n > 1 enterosyb = (0,...,0,b) € Zy. Entonces en Zﬁkiln:
(1) v (2T @bt 2T @b) = 7 (02 v)*2 2 @b)).
(2) vo2 <2c§:} @b+ 2ck! ®b> =7 ((v® o) (2ck! ®b)>.

Demostracion. Dado que c =(LH)® cij% y cl(‘)_1 =0,1)® c’,:%, tenemos que
2 f@b+2ck @b = (2] +2ck ) @b = ((2.0) 0 F) @b,
Por lo tanto,
27 (2 obr2d ob) = v (20 0d ) eb) = (2,0)0d3) o vb).

En consecuencia, en este dltimo vector, se puede observar que las coordenadas cuyo subin-
dice estd en el conjunto F = {0,n,2n,...,(2K"2 — 1)n} son iguales a 2b; mientras que las
coordenadas cuyo subindice estd en el conjunto G = {2¢"2n, (252 + 1)n,..., (21 = 1)n} =
{I,1+n,...,1+ (252 — 1)n}, donde I = 2*2n, son iguales a cero. De acuerdo a la definicién
de la permutacién 7, es facil ver que 7(F) = Gy n(G) = F. Por lo tanto,

2,0)0c2av(b) =7 ((o ) od 2w v(b))

% (200, ®ck 2avb)
det

b))

T
( Tovo2 )(2c’(§’1®b),
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donde la tltima igualdad es debida al Lema 3.2.3. Finalmente, como las coordenadas del vector
2c’(‘)_1 ® b estan en el ideal maximal de Zy4, se sigue que

92! (2c’5—1 ®b> — (o) (2c’5—1 ®b> — (veo)?? (2c’5—1 ®b) .
De estos dltimos hechos, se concluyen (1) y (2). ]

Vale la pena notar que la permutacién 7 es necesaria para establecer el punto (2) de és-
te ultimo Lema. En consecuencia, debe tenerse cuidado cuando se vea involucrado el vector

ve2 ! (2l @b+ 2 @),

A contiunuacién damos un ultimo lema antes de enunciar uno de los resultados mas impor-
tantes de este apartado.

Lema 5.2.9. Sean k > 2,n > 1 enteros, b= (0,...,0,b) € Zyy 1 <i<k—1. Entonces
(1) v <2cf."1 ®b) = (c@v)®2" (2ci."1 ®b> =7 ((G@ v)©2? <2cf."1 ®b)) .
(2) vo2! <2cf.H ®b> = (vo o)’ <2cf.‘*1 ®b> =7 ((v ®0)®2’ <2cf.‘*1 ®b>> .

Demostracion. Dado que las coordenadas del vector 20?71 @b estdn en el ideal maximal de Z;,
es claro que:

v (2 ob) = (0e V) (247 @b) = (ve o) (2 ob).

, k—1 _ .
De este modo, s6lo tenemos que desmostrar que el vector v®? <2cf.‘ I'e b) permanece inva-

riante con respecto a la permutacién 7, es decir,
v (2dtep) =7 (v (2 @)
Recuerde que para todo i, 1 <i <k — 1, se tiene que cffl =(,)® cfjlz. Por lo tanto,
v @b =20 @ v(b)
=2((1,nedP)@vb
=21, 1)@ (dFe v(b))

Esto implica que la primera y segunda mitad del vector (1,1) ® cf."l ® v(b) son iguales, de
donde el resultado se establece. ]
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~ . =1y . .
Teorema 5.2.10. Sean n > 1, k > 3 enteros y & la permutacion sobre Zi " inducida por la
permutacion T definida en la relacion (5.1). Entonces para todo Z = (20,21, -,2n—1) € Loy

(pov5)(2) =7 ((0@V)*™ " (9(2) + (220 2b7))
=7 ((0ev)™ 7 (9(2) +7((0@v)* 7 (p(2"bz 0 2b7)))
=7 (027 (9(2))) +(00v)* (p2Dz0217))
donde bz = (0,...,0,2,—1) € Zl}...

Demostracion. La idea de la demostracion serd desarrollar el lado derecho de la siguiente rela-

cién (Teorema 3.3.3)

k-1
(poV51:V® oQoTs,,

donde & = 1 +2K1, 8 =142k 4 2% y k > 3. Para este propésito, sea Z = a+ bz, con
a=(20,21,---,2n—2,0) y bz = Z —a (teniendo en cuenta que si n = 1, entonces a = 0). Siendo

Ns, un Zyii-automorfismo sobre el modulo Z7, ., esta forma de expresar a Z implica que

(povs)(Z) = <V®ZIH o q)on52> (a+byz)
= (V¥ 0 0)(n5,(a) + s, (bz)).

Por definicidn, la accidon de consiste en multiplicar la dltima coordenada de su areumento
&
por la unidad &,. En consecuencia,

Ns,(a) = (20,215 -+,2n-2,02-0) = (20,21, -,20-2,0) = bz,
n52<bZ) - (0707' --70752'an2) - 52(07-"707an1) - 62bZ

Ast, (povs,)(Z) = (v®2k7] o@)(a+ &by). Debido al Lema 3.3.1, la funcién ¢ es lineal en la
suma a+ &by, es decir, ¢(a+ &,bz) = ¢(a) + ¢(5,bz). Ademas, por el Corolario 2.3.6,

@(8bz) = (2 'bz) — @(bz) + 9(2'bz ®2bz).

Por lo tanto,

(9ovs,)(2) = v (p(a)) + v (9(2 'bz) — 9(bz)) + V¥ (9(2'bz @ 2by)).

De los Lemas 5.2.5 y 5.2.6 se sigue que



138 5.2. Imagenes sobre Z4 de cédigos (1 +2*1)-ciclicos

. ., . . k—1 _
Asf, centramos nuestra atencioén en el término v©2  (@(2~'bz) — ¢@(bz)). Expresando a bz en
su representacion 2-adica se tiene que

—g(by)=3c T @by +2[(d @niby) ) oe (d-lonb)],
9(2'bz) =2[ (i d@ (b)) @ (ch-f @ (by) ) |.
Debido al Coroloario 2.3.3, es posible escribir
—o(bz) =3k @ ro(by) +2c5 @y (by) +2 [(d{“ ® rz(bz)> DD (c’,gj} ® rk(bz)>] ,
(p(2k_1bz) = 2c],:é ®ro(bz) + ZC],:} ®ry(bz).

Sumando las dos expresiones anteriores obtenemos

9(2 'bz) — 9(bz) = 3¢; " ® ro(bz) +2¢; ", ® ro(bz)
+2¢5 @ ri(bz) + 2"} @ri(bz)

+2 [(clffl ®7’2(bz)) @D (Cij ®Fk(bz))] :
Por lo tanto, v®2 (@(25"1bz) — @(bz)) es la suma de las siguientes tres expresiones:
y2! (3c’,§j ®@ro(bz) +2ck 3@ (bz)> ,
2! (20’6‘1 @ri(bz)+2c Lo (bz)> : (5.4)

ye2! (2 [(c’f‘l ® rz(bz)> DB <c’,§j ® rk(bz)>D .

Siendo k > 3, de los Lemas 5.2.7-5.2.9 se sigue que cada una de las 3 expresiones anteriores
puede ser sustituida, respectivamente, por las siguientes:

T ((0 Qv)EX (ck 1 ®bz)) ,

7((eev)™ " b)), (5.5)

3 ((o Qv)=2 (2 Kc’]‘—l ® rz(bz)> S @ (cﬁj ® rk(bz)ﬂ)) .
Consecuentemente, al reunir todos estos elementos obtenemos que

v (02 bz) — p(bz) = 7 (6 v)* (p(b2)) ).
Por lo tanto,
(90vs,) (@) =7 ((6 V)™ (p@)) +7 ((c2V)** " (p(b2)))
+7 ((G ® v)@’zkf2 ((p(2kbz ® 2bz)>> :
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~ k=2 .
Dado que la aplicaciéon & ((G & v)®2 ) es un Zg-automorfismo, se tiene que

(90vs) (2) =7 ((0@V)™ " (@) + @(bz) + 9(2"bz 0 2b7) ) ).

®2¢2

Al aplicar el Lema 3.3.1 a esta ultima relacion y del hecho que 7 ((G ®V) ) es un Zy-

automorfismo, obtenemos las primeras dos identidades establecidas en este teorema. La tltima
relacion se sigue del Lema 5.2.6. U

En el Ejemplo 5.2.1 presentamos un cédigo de longitud 3 sobre Z14, denotado como %, el
cual tiene la propiedad de ser ;-ciclico. Al calcular su imagen con respecto a ¢, observamos
que @(2) tiene la siguiente propiedad:

Z((0@v)??) (9(2)+9(2°bz02bz)) € 9(2),  9(Z) € 9(2),

donde 7 es la permutacién sobre Z}? inducida por la permutacién 7 = (0,6)(3,9).

A continuacién, como una aplicacién inmediata del Teorema 5.2.10, introducimos el si-
guiente resultado, el cual afirma que la propiedad anterior da una primera caracterizacién de los
codigos 6;-ciclicos sobre Zy+1, donde k > 3.

Teorema 5.2.11. Sean k > 3, n > 1 enteros, T la permutacion definida en (5.3), y T la permu-
. k=1, . . o . .
tacion sobre Zi " inducida por w. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) € C ng . un cédigo 61-ciclico (no necesariamente lineal).
(2) @(€) es un cddigo (no necesariamente lineal) de longitud 251y sobre Zy tal que:
7((0@v)*7) (0(2) + 0(2D; ©2hy)) € 9(%), (5.6)
donde Z = (20,-.-,2n-2,2n-1) €€ ybz =(0,...,0,z,_1) € A

Demostracion. Supongamos que 6 C ng 1 esun cddigo &;-ciclico (no necesariamente lineal).
Entonces Vs, (4) = €y, por lo tanto, (@ o Vs )(4) = @(%). Por otra parte, como k > 3, por el
Teorema 5.2.10 se tiene que

(povs )(€)={(pove)(Z) : ZeC}
—{Z((6@V)™?) (0(2) + 92D, 02by)) : €%},

donde Z = (z9,...,2n-2,2n-1) € € ybz = (0,...,0,2,—1) € Zl,.1- De este modo, dado que €
es Op-ciclico y la isometria ¢ es inyectiva,

0(6) = {F((62v)™) (9(2) + 9(2',02My)) : 9(2) € E}.
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Esto demuestra que (1) implica (2). Veamos ahora que (2) implica (1). Sea Z un vector en el
cédigo €. Entonces ¢(Z) € ¢(%) y, por lo tanto,

T ((6@Vv)*?) (0(2)+ 9(2bz©2bz)) € (%)
A razén del Teorema 5.2.10,

7 ((6@V)*) (9(Z) + ¢(2bz©2b2)) = (v, (2)),

)) € @(%'). Mds atin, debido a la inyectividad de la isometria @,
) implica que V5, (Z) € €. En consecuencia, hemos demostrado
€ €, es decir, hemos probado que % es 0;-ciclico. O

de donde se sigue que @(Vvs, (Z
la expresion @(vs, (Z)) € (¢
que si Z € €, entonces Vs, (Z)

Veamos un ejemplo de un cédigo 9;-ciclico lineal sobre Z .

Ejemplo 5.2.12. Sean k = n = 3 y considere el siguiente codigo lineal % de repeticion de
longitud 3 sobre Zjs. Dado que n = 3 (mdd 4), por la Proposicion 1.3.14 y el Lema 1.4.1,
al tomar B = 1+2%"! = 3, obtenemos que el conjunto u3(%) es un cédigo 3-ciclico lineal
de longitud 3 sobre Z4, donde u3(zo,z1,22) = (z0,321,922). Explicitamente, los elementos de

Uz (%) son:
0,0,0)  (1,5,9) (2,10,2) (3,15,11)
(444)  (5913) (6146 (1.3,15)
(8,8,8)  (9,13,1) (10,2,10) (11,7,3)
(12,12,12) (13,1,5) (14,6,14) (15,11,7)

Preservando el orden, la imagen del c6digo 3 (%) con respecto a la isometria ¢ consta de los
siguientes elementos:

000 000 000 000
000 222 000 222
222222222222
222 000 222 000

113133113133
133331 133 331
331311331311
311133311113

020 020 202 202
020 202 202 020
202202 020 020
202 020 020 202

133113311 331
113311331133
311331133113
331133113311

Veamos paso a paso que, en efecto, @ (s (%)) satisface la afirmacién (2) del Teorema 5.2.11.
En todos los casos conservaremos el orden en el que aparecen los elementos.

Primero, a cada elemento de @(u3(#)) le aplicamos la transformacién (o ® v)®2, obte-

niendo lo siguiente:

000 000 000 000
000 222 000 222
222222222222
222 000 222 000

311113311113
313333313333
133331 133 331
131 111 131 111

002 002 220 220
002 220 220 002
220220 002 002
220002 002 220

313111 131333
311331133113
131333313111
133113311 331
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Segundo, a cada uno de estos nuevos vectores, les aplicamos la permutacién 7T sobre Z}f indu-
cida por la permutacion 7 = (0 6)(3 9):

000 000 000 000
000 222 000 222
222222222222
222000 222 000

311113311113
313333313333
133331 133 331
131 111131111

202 202 020 020
202 020 020 202
020 020 202 202
020 202 202 020

113311331133
111131333313
331133113311
333313111131

Tercero, calculamos los vectores 23b, ® 2b, para lo cual es importante tener conocimiento de
las iiltimas coordenadas de los vectores del codigo U3(%):

(0,0,0) (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
(0,0,0) (0,0,8) (0,0,0) (0,0,8)
(0,0,0) (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
(0,0,0) (0,0,8) (0,0,0) (0,0,8)

Si 2°bz ®2bz = (0,0,8), entonces

(6@ Vv)?*((2°bz ®2bz)) = 200 200 200 200.
En cualquier otro caso, tenemos que

(6@ Vv)®?(¢(2°bz ® 2bz)) = 000 000 000 000.

De este modo, al sumar el vector (o ® v)®?(¢(2°bz ® 2bz)) a cada uno de los elementos
calculados previamente, obtenemos el siguiente c6digo sobre Z¢.

000 000 000 000
000 222 000 222
222222222222
222 000 222 000

311113311113
113133113133
133 331 133 331
331311331311

202 202 020 020
202 020 020 202
020 020 202 202
020 202 202 020

113311331133
311331133113
331133113 311
133113311 331

Claramente este codigo es nuevamente @(u3(%#)) con los elementos registrados en otro orden y,
por lo tanto, hemos ilustrado con este c6digo que en efecto se tiene la propiedad (2) establecida
en el Teorema 5.2.11.

Sea € un cédigo de longitud n sobre Zy+1. En virtud del Teorema 5.2.11, una forma de

determinar si € es un cédigo 0;-ciclico o no, es a través del cédigo (%) C ZE‘H”. Para tal fin,
debe verificarce la condicion (5.6), es decir, por el Teorema 5.2.11 debe comprobarse que para
cada @(Z) € ¢(%) el vector

7 (6@ V)*) (9(Z) + ¢(2'bz ©2by)) =
H(0on ™ 0) 0w (o)
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es un elemento de @(%’); para lo cual, es necesario conocer el sumando
(cov)®2? ((p(Zka © 2bz)) .

Claramente, debido a la inyectividad de las aplicaciones @ y (0 ® v)®2k_2, el anterior sumando
estd determinado de manera tinica por el vector 2bz ®2by, el cual a su vez depende (aunque no
de manera tnica) del elemento Z = (29, ...,z,—1) € €, o bien, del vector bz = (0,...,0,z,_1) €
ng .1, cuya unica coordenada significativa es z,—1. En otros términos, esto quiere decir que
hasta el momento no es suficiente conocer al codigo ¢@(%’) para determinar si € es un c6digo
0;-ciclico o no. Basados en esto, afirmamos que la condicién (2) del Teorema 5.2.11 ofrece
una caracterizacion parcial de la familia de cédigos 0;-ciclicos sobre Z,i:1 (compdrece con el
Teorema 5.2.17).

Por los motivos antes expuestos, en los siguientes parrafos analizaremos una forma de llevar
la condicién (2) del Teorema 5.2.11 al punto que sea s6lo necesario conocer al cédigo ¢(%)
para precisar si % es 0;-ciclico o no. Claramente, como se ha mencionado, el problema recae
en el vector bz = (0,...,0,z,_1), el cual se usa para calcular 2b; ®2bz y ¢(2%bz ®2byz). Por
lo tanto, nuestro andlisis se concentra en estudiar al vector bz. Por el momento, y hasta que no
se especifique lo contrario, supongamos que k > 3.

Seabz = (0,...,0,z,—1) € L. - Escribiendo a bz en su representacion 2-ddica,
bz = ro(bz) +2ri (bz) + - +2°r(bz),
obtenemos que

2ka ®2by = 2k1”0 (bz) * 211 (bz)
= (07 e 3052kr0(zn71)rk—1 (anl))
= (07 cee 7072'an*1 ®2Zn71)a
donde “x” denota la multiplicacidon coordenada por coordenada. Por una parte, observe que las
relaciones anteriores implican que 2kb; © 2by, # (0), siy solo si 25201 ® 2zp1 = 0; hecho
al cual haremos mencién mds adelante. Por otra parte, dado que ro(z,—1) Y 7%—1(z4—1) estan

en el conjunto {0, 1}, tenemos que 2¥ry(z,_1)rx_1(zs—1) € {0,2%}; por lo que sélo existen dos
posibilidades para el vector 2¥b; ® 2by:

1) 2"bz©2bz = (0,...,0) € Z} .\, y

2) 2'bz®2bz = (0,...,0,2%) € Z2,,,.

El primer caso se tiene si y s6lo si una de las siguientes condiciones equivalentes ocurre:
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l.a) 2%z, 1®2z,_1 =0,

1b) ro(zn—1)rk—1(zn-1) =0,

1.c) ro(zy—1) =0, o bien, r_1(z,—1) =0,
Ld) @(2Fz,-1 ©2z0—1) = (0) -1,

le) ¢(2'bz®2bz) = (0)yc1, €Z3 7,

LD 9(v5(2) =7 ((62v)* ) (0(2)).

Note que en particular, del punto 1.c) se sigue que para todo z,, | € (2) C Zois1, 28bz ©2by =
0,...,0) € ng .1 Y. por lo tanto, todo elemento z,_1 que pertenezca al ideal maximal del anillo
Zii+1, satisface la siguiente relacion

0(v5,(2)) =7 ((0@V)* ) (9(2)).

Como consecuencia de este breve andlisis tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.2.13. Sean k > 3,n > 1 enteros, © la permtacion definida en (5.3), y T la per-
mutacion sobre Zﬁk_l” inducida por ©. Sea € C (2Zyi+1)" un cédigo. Entonces € es 6;-ciclico
siy solo si

7 (v (0(#) = 7 (05 (9(%))) = 0(%).

Demostracion. Por definicién, ¢(Z) = cij ®ro(Z) +2 [c’é’l QrZ)®d--- @cij ®r(Z)],
donde Z € Z%;,. En consecuencia, si Z € (2Zy+1)", todas las coordenadas del vector ¢(Z)
estdn en el ideal maximal de Z4. Asi 7@ <(G®V)®2k72> (p(2) =7 <(v®v)®2k72> (0(2))y

T <(G ® v)®2k72) (p(2)=7 ((G ® 6)®2H> (¢(Z)). Por lo tanto,
7 (v ) (02) =7 (052 ) (9(2)),
En consecuencia, si ¢ C (2Z,«+1)" es un cédigo 8 -ciclico, entonces

7 (v (o(#) =7 (052 (9(%))) = 0(%).

Para la implicacién recirpoca, supongamos que Z € ¢ y probemos que Vs (Z) € €. Como
Z E (2Z2k+1)n,

0(v5,(2) =7 ((02v)* ) (9(2).



144 5.2. Imagenes sobre Z4 de cédigos (1 +2*1)-ciclicos

Ademads, ya que ¢(Z) € (2Z4)2H”, entonces

~ k=2 ~ k—1
0(v5,(2) =7 ((6@v)** ) (p(2) = (V)**) (9(2).
Debido a la inyectividad de ¢, de lo anterior obtenmos que Vs, (Z) € €. ]

De la descripcion de los codigos y-ciclicos dada en la seccion 1.3.2, obtenemos que existen
varios codigos d-ciclicos lineales sobre Zy+1 que satisfacen las hipétesis de la Proposicién
anterior.

Continuando con el anélisis central, observe que el segundo caso sucede si y s6lo si una de
las siguientes condiciones equivalentes resulta:

2.2) 2%z, 1 ®2z, 1 = 2K,

2.b) ro(za—1)r-1(zn—1) = 1,

2.0) ro(zn—1) = re-1(za—1) = 1,
2.d) 2%z, 1 ®22,1) = (2) g1,

2.e) 9(2'bz®2bz) =1 ®(0,...,0,2) = (0,...,0,20,...,0,2|---]0,...,0,2) € (Z})* ",
20 ¢(v,(2) =% ((60v)** ) (9(2) +¢f71©(0....,0,2)).

A diferencia del caso 1, en esta segunda instancia el vector ¢(Z) se ve afectado por el sumando
cij ®(0,...,0,2). A raiz de esta observacion, analizaremos con mds detalle este caso.

Primero observemos que del punto 2.e) se tiene que las tnicas coordenadas del vector ¢(Z)
que se ven alteradas por el sumando ci:} ® (0,...,0,2) son aquellas con subindice en el con-

junto I2M 1 n) ={n—1,2n—1,..., 28— 1}.

Por otro lado, recuerde que si expresamos al vector Z = (zo,...,2n-2,2n—1) € L.y de la

forma Z = a+ by, donde a = (zp,...,2,-2,0) y bz = (0,...,0,z,_1), entonces (cf. Lema 3.3.1)

?(Z) = ¢(a) + ¢(bz).

Asimismo, recuerde que ¢(a) tiene ceros en las coordenas con subindice en 1(2¥~!,n) y, por lo
tanto, las coordenadas del vector ¢(Z) con subindice en (2! 1) son precisamente las coor-
denas del vector ¢(bz) con subindice en ese mismo conjunto. Dado que ¢(byz) tiene ceros en el
conjunto J(2K=1 n) (ver la relacién 3.7), las coordenadas significativas de ¢(bz) son aquellas
con subindice en 7(2~1,n). Note que al concatenar en orden esas coordenadas, obtenemos el
vector ¢(z,—1) y, por lo tanto, los vectores ¢(z,—1) y @(bz) quedan completamente descritos
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por las coordenadas del vector ¢(Z) con subindice en 7(2~!,n). De este modo, si conocemos
¢(Z), entonces también conocemos ¢(z,—1) y @(bz).

Dado que ¢ es inyectiva, basta tener conocimiento del vector ¢(z,—1) para comprender al
elemento z,,_, y reciprocamente. En particular, queremos usar esta informacién para entender
qué propiedades tiene el vector ¢(z,_1) cuando 2¥z, | ®2z, | #O0.

Ya que ¢@(2bz ©2bz) # (0)s-1, si y sélo si (2817, 1 ®2z,-1) # (0)5-1 (pues @ es
inyectiva y k7 10221 = 0 siy sélo si 2kb; ©2by # (0),), en lo subsecuente analizaremos
a los vectores @(x), donde x € L5 Y para los cuales 2kx®2x #0.

Es importante observar que hasta este momento no se ha hecho uso explicito de la hipétesis
general de que k > 3. De hecho es fécil ver que las observaciones previas son vélidas también
cuando k = 2. Sin embargo, para que las siguientes expresiones tengan sentido, a partir de este
punto haremos uso de tal hipétesis.

Sea k >3y x = ro(x) +2r1(x) + - + 257 (x) un elemento del anillo Z+1 expresado en su
representacion 2-adica. En virtud de la definicién de ¢,

o(x) = cij ®ro(x)+2 [cg_] Qrix)d---® c’,:; R ri_1(x)® C’,:i ® rk(x)]
= ro(x)ci:} +2 [ro(x)clé_1 D Drr_q (x)cl,i:é ® rk(x)cll:ﬂ .
Supongamos primero que 2¥x ® 2x # 0. Entonces ro(x) = r¢_;(x) = 1y, por lo tanto,
o) == +2 [rl (Weg ' @ Bna()g 30658 rk(x)ciiﬂ :
Dado que k > 3, una forma equivalente de escribir la relacion anterior es (ver el Corolario 2.3.3):
o(x) — c],g:} -+ 2c’,§:£ =2 [rl (x)cg_] DD rk_z(x)c’]:; D rk(x)cij] .
Recuerde que por definicidn,
d =2 (1,1), &L= 200,1).
En consecuencia,
— ok = 23,1 = (3,1,3,1,...,3,1) e 7 (5.7)
De este modo, si 25x ® 2x # 0, obtenemos
o(x)+(3,1,3,1,...,3,1) =2 [rl @)kt @ n g (x)ci @rk(x)cij] :

Reciprocamente, supongamos que

(P(X) +(37 1735 17"'737 1) = 2 [alcg_l @---@(Xk,QCé:é@akCi:” )
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donde oy, a; € {0,1}, 1 <i <k —2. Entonces, usando la relacién (5.7) y el Corolario 2.3.3,

obtenemos:

k—1 k—1 k—1 k—1 k—1

Debido a que la funcién @ es inyectiva,
x=1420y + - +2 20, +25 1 4 2Fqy. (5.8)

Ademds, como oy, a; € {0,1}, 1 <i <k—2, larelacién (5.8) resulta ser la representacion 2-
4dica de x. En particular, esto implica que ro(x) = rr_;(x) = 1y, por lo tanto, 2Xx ® 2x # 0.
Consecuentemente, se ha demostrado que 2Xx ® 2x # 0 si y s6lo si

o(x)+(3,1,3,1,...,3,1) =2 [Oqc’é*1 @ @(xk_zciié @akclli:” , (5.9

para algunos escalares o, 0%, ..., 04 2,0 € {0, 1}. Pero podemos decir mds adn.

A razon del Corolario 2.3.3, el término del lado derecho de la relacion (5.9) puede expresarse
como

o <2cl(‘)_1> S R o 0/} <2c£:§> + oy, <2c§:%> .
Este punto de vista permite escribir al vector ¢(x)+(3,1,3,1,...,3, 1) como combinacién lineal

(en Zy4) de los vectores
k—1 ~ k—1 k=1 ~ k—1
2cy 5 2¢7 7, 205, 204

s sz , k—1
Por otra parte, recuerde que por definicidn, el submdédulo de Zﬁ generado por los vectores
k=1 o k—1 k—1 5 k—1 .
2¢y" ,2¢) .., 2¢,_5,2¢;,_ es el conjunto

e 2d 78 2e ) = {an (2e57 ) o b oun (2673 ) F e (2671 ) ra e Za

, .y . . . _ k—1
Asi, los escalares ¢; de la relacion anterior varian en Z,4. Sin embargo, ya que 265.‘ le {0,2}* ",

es suficiente elegir a los escalares @; en el conjunto {0, 1} C Z4. Esto demuestra que para cada
k—1

vector v € (20’571,. .. ,2ck73,20£j), existe x € Zyi1 tal que @(x)+(3,1,3,1,...,3,1) =v,0de
forma equivalente, para cada v € <2c’671, e ,2c£:§ , 2c£:i> existe x € Zoi+1 tal que 25x® 2x # 0.
Todo lo anterior nos conlleva a enunciar el siguiente resultado.

Proposicion 5.2.14. Sea k > 3 un entero 'y x € Z,i+1. Entonces 2kx ®2x # 0 si'y sélo si
O(x)+(3,1,3,1,....3,1) € 2k 1 ... 2k ack-ly c 73

Ademds, existe una biyeccion entre el conjunto X = {x € L1 : 2kx ®2x # 0} y el submddulo

(2c]6_l e ,2ci:é, 2c],§:}> de ZZIH dada por

a (2c’5*1> T T (2c§:§> + o <2c’,§j> > 1420y + -+ 28520y, + 251 4 2k

En consecuencia, |X| = |<2c]5_1,...,ZCiié,Zcijﬂ = k=1
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Vale la pena observar que el submédulo <2c’671, .. ,2c£:§,2c’,§j> de Zﬁkil es un codigo
lineal de longitud 2¢~! sobre Z, que est4 contenido en el cédigo de Reed-Muller ZRM(1,k — 1)
sobre Z4, y cuyos elementos tienen todas sus coordenadas en el ideal maximal de Z4. Para ser
mads especificos con esta observacion, recuerde que por definicion, el c6digo ZRM(1,k—1) esel
c6digo de longitud 25~ sobre Z, generado por RM(0,k — 1) y 2RM(1,s — 1), donde el cédigo
binario RM(0,k — 1) es el c6digo de repeticién de longitud 2~ ! y el cédigo binario RM(1,k—1)
es el de Reed-Muller de primer orden de longitud 2= ! (ver la seccién 2.1.1). De hecho, dado
que una base del codigo RM(1,k — 1) esta formada por los vectores cé_l,c’f_l, - ,cllgj (cf.
Lema 2.1.3), se sigue que

(2c571, .. 2ek 7k 2ck 1) C 2RM(1,k— 1) € ZRM(1,k — 1).
Cabe mencionar que en todos los casos, estamos considerando que el conjunto Fp = {0, 1} estd
incluido en el conjunto Z4 = {0,1,2,3}.

Ademads de lo anterior, observe que también la Proposicion 5.2.14 da una explicacién al-
ternativa al por qué todo x € (2) C Zyy1 satisface que 2%x ®2x = 0. En efecto, note que a
través de este resultado tenemos que demostrar que el vector ¢(x)+ (3,1,...,3,1) no pertene-
ce al médulo (2¢571,... ,2c,’§:§,2cij>. Pero dado que para todo x € (2), el vector @(x) tiene
todas sus coordenadas en el ideal maximal de Z4, se sigue que todas las coordenadas del vector
o(x)+(3,1,...,3,1) son unidades de Z4 y, por lo tanto, no puede pertenecer al submédulo
(2c]6_1, e ,2c£:é,2c£:}>.

Por otra parte, la relacién
_ _ _ k—1
2 (alcé L4 Otk,zci_é + (Xkcé_D =(0)p1 € Zi

implica que

— _ _ k—1
o+t Gy ooty = (01 €25
, . k—1 k—1  k—1 2k=1
pues &;, 0 € {0,1},0<i<k—2,y¢y ,...,¢;,_5,¢,_; €1{0,1}7 . Como resultado de este
hecho,
k—1 k—1 k—1 ~ k—1
2¢, 5 & (2cq 5200 3,2¢,_ 1),

arazén de que los vectores cg_l, . ,ciié,c’,ﬁjé, ci:} son linealmente independientes sobre [F;.

Veamos algunos ejemplos para esclarecer todo lo que se ha anotado hasta este momento.
Ejemplo 5.2.15. Sea k = 3. Entonces el submédulo (2¢§",...,2ck "1, 2¢k7 1) es:
(2¢,2¢3) = {0022,2222,0000,2200}.

Por lo tanto, por la Proposicién 5.2.13, en Z ¢ se tienen 4 elementos x tales que 2°x®2x # 0y,
mads aun, sabemos que la representacion 2-adica de estos elementos es de la forma

1420y +2242%03, ap, 03 € {0,1}.
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x€U(Zig) ro(x) ri(x) rn(x) nE) 23x02x @) @) +3131
1 1 0 0 0 0 1111 0202
3 1 1 0 0 0 1133 0220
5 1 0 1 0 8 1313 0000
7 1 1 1 0 8 1331 0022
9 1 0 0 1 0 3333 2020
11 1 1 0 1 0 3311 2002
13 1 0 | 1 8 3131 2222
15 1 1 1 1 8 3113 2200

x = ro(x) + 271 (x) +22r2(x) + 233 (x) es la representacion 2-adica de x € Zje.

Cuadro 5.1: Elementos de x € Z; tales que 2°x®2x # 0

En consecuencia, x =5, x =7, x = 13 y x = 15 son tales que 2°x ® 2x # 2°. Para constatar
esto, en el Cuadro 5.1 presentamos un esquema en el que analizamos la representacion 2-adica
de los elementos x € U(Z¢) y la verificacién de la Proposicién 5.2.14. Dado que para todo
x € (2) C Z16 tenemos que 2°x®2x =0y @(x) + (3,1,3,1) ¢ (2c3,2¢3), se han omitido tales
elementos en dicho cuadro. Por otra parte, queremos aprovechar este ejemplo para ilustar que
en efecto el submodulo (2c15*1,...,2c£:;,2c£:}) estd contenido en el cédigo de Reed-Muller
ZRM(1,k—1). Siendo k = 3, ZRM(1, 3) es el cédigo generado por RM(0,2) = {0000,1111} y
2RM(1,2) = {0000, 2002,2200,0202,0220,0022,2020,2222}. En la Seccién 4.3 de este ma-
terial, mostramos que los elementos de ZRM(1,3) son

0000 1111 2222 3333 0202 1313 2020 3131
0022 1133 2200 3311 0220 1331 2002 3113.

De lo anterior vemos que (2c3,2¢3) = {0022,2222,0000,2200} C 2RM(1,2) C ZRM(1,3),
concluyendo de este modo el ejemplo.

Ejemplo 5.2.16. Sea k = 4. Entonces el submddulo <2c’6_1 - ,2c£:;,2c§:%> es
(2¢3,2¢3,2¢3) = (2(00001111),2(00110011),2(11111111)),
el cual consiste de los siguientes elementos:
00002222,00220022,22222222,00222200,2222 0000,22000022,22002200,0000 0000.

Por la Proposicién 5.2.14, la representacién 2-adica de los elementos x € Z3, tales que 2*x ®
2x # 0 es de la forma

14204 +2%0p+2° + 2%y, o €{0,1}.
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x€U(Z3n) apararazas 2*x®2x o(x) o(x)+31313131
1 10000 0 11111111 02020202
3 11000 0 11113333 02022020
5 10100 0 11331133 02200220
7 11100 0 11333311 02202002
9 10010 16 12121313 0000 0000
11 11010 16 13133131 00002222
13 10110 16 13311331 0022 0022
15 11110 16 13313113 00222200
17 10001 0 33333333 20202020
19 11001 0 33331111 20200202
21 10101 0 33113311 20022002
23 11101 0 33111133 20020220
25 10011 16 31313131 22222222
27 11011 16 31311313 22220000
29 10111 16 31133113 22002200
31 11111 16 31131331 22000022

x=ag+2a; +2%a, + a3+ 2%y es la representacion 2-ddica de x € U(Z3)
Cuadro 5.2: Elementos de x € U(Z35) tales que 2*x® 2x # 0

En consecuencia, estos elementos son 9,11,13,15,25,27,29,31. Como en el ejemplo anterior,
creamos el Cuadro 5.2 para analizar la representacion 2-adica de las unidades en Z3, y constatar
que en efecto @(x) +31313131 € (2¢3,2¢3,2¢3) si y sélo si x € {9,11,13,15,25,27,29,31}.
Asimismo, como antes s6lo hemos considerado a las unidades pues los divisores de cero en Z3,
son tales que 2%x ® 2x = 0.

Veamos ahora cémo aplicar la Proposicién 5.2.14 para determinar si un cédigo € C Ly
es O;-ciclico o no, conociendo dnicamente su imagen con respecto a la isometria .

Por el Teorema 5.2.11 debemos verificar que para cada ¢(Z) € ¢(%), el vector

7((0ov)™) (9@) +(0ov)™ " (92'bz02bz))



150 5.2. Imagenes sobre Z4 de cédigos (1 +2*1)-ciclicos

es un elemento del c6digo ¢(%); para lo cual es necesario conocer al vector

(cov)®? " ((p(Zka ® 2bz)) :
Tal como se ha demostrado,

P(2bz©2bz) = ¢~ ®(0,...,0,2)
=(0,...,0,2[0,...,0,2|---|0,...,0,2) € (Z})?"
siy sélo si k7 1 ®2z,-1 # 0, donde bz = (0,...,0,z,—1) € ngﬂ. Por la Proposicion 5.2.14,
2K2pn_1 ©22,—1 # 0siy sélo si

2/{71

@(za-1)+(3,1,...,3,1) € 2c5 71,28 2k c 73
Ahora recuerde que el vector @(z,_1) se obtiene al concatenar en orden las coordenadas de
@(Z) con subindice en el conjunto I(2¥~1, n). Por lo tanto, ¢(2¢bz ®2bz) = cij ®(0,...,0,2)

si y s6lo si el vector ¢(z,—1), obtenido al concatenar en orden las coordenadas de ¢(Z) con
subindice en el conjunto 7(25~! n), satisface

O(zn1)+(3,1,...,3,1) € (2ck=1 . 2ck=1 ok,

Si esta tltima relacién no se satisface, por la Proposicién 5.2.14, 2%z, 1 ®2z,_1 =0y, por lo
tanto, ¢(28bz ®2bz) = (0),—1,,. De este modo, si c = ¢(Z) y

c=(cav)® ((p(ZkaQsz)), (5.10)

~ — . . . k—1 .
entonces ¢ = c’,jf} ®(2,0,...,0) siy solosiel vector t € Zﬁ , obtenido al concatenar en orden
las coordenadas de ¢ con subindice en el conjunto I(2K~!, ), satisface

t+(3,1,...,3,1) € 2kt 2dh 7 2ckT ),

o equivalentemente, ¢ € (1,3,...,1,3)+ (2c]5’1 - ,2c’§’1 , 2c£j). En consecuencia, hemos de-
mostrado el siguiente resultado:

Teorema 5.2.17. Sean k > 3 y n > 1 enteros, © la permutacion definida en la relacion (5.3)

~ .. =1, . . . )

T la permutacion sobre 7% " inducida por w. Entonces las siguientes afirmaciones son
y p 4 p
equivalentes:

(1) € C Z’;k .1 es un cadigo 8,-ciclico (no necesariamente lineal);
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(2) (%) C Zikiln es un codigo (no necesariamente lineal) tal que

7 ((a® v)®2"*2) () +ce@(?), Vee (@)

~ _ C k=1 .
donde ¢ = cllz_} ® (2,0,...,0) siy sdlo si el vectort € Zi , obtenido al concatenar en
orden las coordenadas de ¢ con subindice en el conjunto 1(2~! n), satisface

k—1 k—1 k—1
re(1,3,...,1,3) +2¢y ,. .. 205 200 )
En caso contrario, ¢ = (0)y-1, € Zikiln.

Observe que la afirmacion (2) del Teorema 5.2.17 depende tnicamente del conocimiento
del cédigo @(%). En este sentido, el Teorema 5.2.17 ofrece una caraterizacion completa de los
cddigos 8 -ciclicos sobre Z,i+1, con respecto a su imagen ¢(%).

Ejemplo 5.2.18. Retomemos el Ejemplo 5.2.12 en el que analizamos la imagen del cédigo ;-
ciclico lineal u3 (%) C Z%, donde 8, = 1+ 2K~! = 5. En dicho ejemplo establecimos que la
imagen del cédigo 3 () con respecto a la isometria @ es:

000 000 000 000
000 222 000 222
222222222222
222000 222 000

113133113133
133331 133 331
331311331311
311133311113

020 020 202 202
020 202 202 020
202202 020 020
202 020 020 202

133113311 331
113311331133
311331133113
331133113311

También, vereficamos paso a paso que @ (u3 (%)) satisface la afirmacion (2) del Teorema 5.2.11,
y en el proceso hicimos uso del conocimiento de los vectores 2*bz ® 2bz, donde Z € u3(%).
Ahora, comprobaremos que en efecto u3 (%) es 6;-ciclico inicamente con el conocimiento del
codigo @(uz(#)). En virtud del punto (2) del Teorema 5.2.17, debemos probar que

7((0@v)?) (@ +Tc pUu(#), Ve p(is(#))

donde 7 es la permutacién sobre Z}? inducida por 7t = (0,6)(3,9) y ¢ = (1111) ® (200) si y sélo
si el vector 7 € Z3, obtenido al concatenar en orden las coordenadas de ¢ con subindice en el con-
junto 1(23,3) = {2,5,8, 11}, satisface que 7 € (1313) + (2c3,2¢3) = {1313,1331,3131,3113}.
En caso contrario, se toma ¢ = (0)12 € Z}?. Conservando el orden en el que aparecen los ele-
mentos de @ (U3 (%)), tenemos que los vectores ¢ son:

0000 3333 0022 3311
0202 3131 0220 3113
2222 1111 2200 1133
2020 1313 2002 1331



000000000000
000000000000
000000000000
000000000000

000 000 000 000
000 222 000 222
222222222222
222 000 222 000

En consecuencia, los vectores ¢ son:

000000000000
200200200200
000000000000
200200200200

311113311113
113133113133
133331 133 331
331311331311

5.2. Imagenes sobre Z4 de cédigos (1 +2*1)-ciclicos

000000000000
000000000000
000000000000
000000000000

202 202 020 020
202 020 020 202
020 020 202 202
020 202 202 020

000000000000
200200200200
000000000000
200200200200

Por lo tanto, el c6digo que se obtiene al aplicar a cada elemento ¢ € ¢(u3(#)) la transformacién
<§fo (o® v)®2> (c)+¢, es:

113311331133
311331133113
331133113311
133113311 331

Dado que este tltimo cédigo es @ (U3 (%)), se sigue del Teorema 5.2.17 que 3 (%) es d;-ciclico.

Observe que el cédigo u3(#) del Ejemplo 5.2.12 es lineal pero ¢(u3(#)) no es lineal
puesto que, por ejemplo, 133133113133 +311113311113 =020202020202 ¢ ¢(u3(%)). En
el siguiente ejemplo, veremos un codigo lineal sobre Zg cuya imagen con respecto a ¢ es un
codigo lineal sobre Z4. Sera de particular interés lo que observaremos al respecto.

Ejemplo 5.2.19. Sean k = 3, n =3 y %] el siguiente codigo lineal de longitud 3 sobre Z¢:
¢1 = {a(151) +b(080) +c(008) : a,b,c € Zj6}-

Dado que es suficiente tomar b,c € {0,1}, se tiene que %) contiene 64 elementos. Ademas,
observe que

vs(151) = 515 = 5(151) 4 1(080) + 0(008),
vs(080) = 008 = 0(151) 4 0(080) + 1(008),
vs(008) = 800 = 8(151) + 1(080) + 1(008).

En consecuencia %] es un cédigo O;-ciclico lineal, donde 6; = 1 + 2k=1 — 5. (En términos
de polinomios e ideales, el codigo 4| corresponde, mediante la representacion polinomial P,
al ideal (1 + 5x +x?) del anillo Z;g[x]/(x* — 5)). Con la ayuda del Programa Computacional
MAGMA V2.15-13 (Student Version), obtuvimos que la imagen de %) bajo ¢ es un cédigo
lineal generado por los siguientes vectores en Z}lzz

g1 =111131111 131,
g4 =000 222 000 222,

g2 = 020020 020 020,
gs = 000 000 222 222.

g3 = 002 002 002 002,
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Por otra parte, como %] es 6;-ciclico, se sigue del Teorema 5.2.17 que para cada ¢ € ¢(%)
Z((0®Vv)*) (c)+C€ o(%1),

donde ¢ = 1111 ®200 = 200 200 200 200 si y sdlo si el vector t € Ziz, obtenido al concatenar
en orden las coordenadas de ¢ con subindice en el conjunto 7(22,3) = {0,3,6,9}, satisface

t € (1313) 4 (2c,2¢3) = {1313,1331,3131,3113}.

En caso contrario, ¢ = (0)». En particular, tomando ¢ = g3, tenemos que ¢ = g3 = (0)12 y, por
lo tanto,
7 ((6®Vv)®?) (g3) + & = 200 200 200 200 € (%} ).

En consecuencia, las dos posibilidades para el vector ¢ pertenecen al c6digo (%) ). Recordando
que ¢()) es un cédigo lineal, concluimos que paratodo ¢ € 9(%7), T ((6 @ v)©?) () € (6)).

El anterior ejemplo presenta un cédigo ¢ tal que T <(G ® v)®2k72) (9(%)) = ¢(€). Esta
propiedad aparecié implicitamente en la Proposicion 5.2.13 en la que se demostr6 que un c6digo
% C (2Zyi1)" es & -ciclico si y solo si 7 <v®2"*2) (0(€)) = 7 <o®2"*2) (9(€)) = @(%).
Observe que en este resultado no se requiere que los c6digos € o ¢(%) sean lineales, pero se

restringe a codigos O;-ciclicos tales que ¢’ C (2Zy11)". Desde este punto de vista, el ejemplo
5.2.19 muestra que existen cédigos 8;-ciclicos tales que 2 € (2Zi1 )"y

7((02v)*7) (0(2)) = 0(2).
El propésito del siguiente resultado es dar algunas condiciones para que lo anterior suceda.

Proposicion 5.2.20. Seann > 1, k > 3 enteros y ¢ C 7Y, un cddigo tal que 2b; ®2by € €
paratodoZ € €,y ¢(€) C Ziki% es un cddigo lineal. Entonces € es O)-ciclico si y solo si

7 ((02v)7) (0(4) = 9(#).

Demostracion. Supongamos que % es un cédigo O;-ciclico y sea ¢ € ¢(%). Entonces, con
la notacién del Teorema 5.2.17, @ <(G ® v)®2k_2> (¢)+c € @(%) . En particular, si tomamos

X = (p(2ka ®2byz), donde Z € ¢, entonces
7((0@v)™7) () +3€ p(4).

Pero dado que x = @(2%bz ®2by,) tiene todas sus coordenadas en el ideal maximal de Zg4, se
sigue que X = (0),«-1,,. En consecuencia esto muestra que si x = ¢(25bz ®2by), entonces

i((0ev)™7) W =(0ov)™ " (x) o(®)
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donde la igualdad se debe al Lema 5.2.6. Ahora recuerde que para todo ¢ = @(Z) € ¢(%) se ha
definido ¢ = (o ® V)®2k72 (x) (cf. relacion (5.10)). Por lo tanto, dado que por hipétesis @ (%) es
lineal, tenemos que

7 ((a®v)®2’“2) ©)ep(€) VYeeo(¥)

Reciprocamente, supongamos que 7 <(0'® v)®2k72> (0(%)) = ©(¥) y sea Z € €. Entonces
T <(G ® V)®2k_2> (p(Z2)yx ((G® v)®2k_2) (¢(28bz ®2byz)) son elementos de ¢(%’). Conse-

cuentemente, del Teorema 5.2.10 y de la linealidad de ¢ (%) concluimos que

2/{72

0(v5,(2) =7 ((0@v)* ) (9(2)) + 7 ((6@v)** ) (p(2'b2 0 2b2)) € 9(%),

de donde el resultado se sigue pues ¢ es inyectiva. [

5.3. Imagenes sobre Z; de cédigos (1+ 251 4 25)-ciclicos

En la seccién anterior describimos a los cédigos (1 + 2¥~1)-ciclicos en términos de sus
. ., . . . k—1 . . s
respectivas imagenes bajo la isometria ¢ : Z7, | — Zi ", introducida en el Capitulo 2 de esta

tesis. En este apartado, caracterizaremos a la familia de cédigos (1 -+2K~1 4-2)-ciclicos sobre
Zok+1, k > 3, por medio de un enunciando similar al Teorema 5.2.17. Esto es natural pues las
unidades §; = 1 4+2¥"1y § = 14+ 2k 1 4 2* 5on inversas una de la otra en Lok+1.

Como introduccién, veamos un ejemplo de un cédigo &,-ciclico sobre Zjg, y analicemos
algunas de sus propiedades.

Ejemplo 5.3.1. Sean k =3, n =3y % el siguiente cédigo (no lineal) de longitud 3 sobre Zj¢
con elementos:

(14,13,1) (13,14,13) (9,13,14) (6,9,13)

(9,6,9) (5,9,6) (14,5,9) (5,14,5)

(1,5,14) (6,1,5) (1,6,1) (13,1,6)

Por inspeccion directa, es fécil verificar que & es 8-ciclico, donde &, = 13. Conservando el
orden en el que hemos enumerado los elementos de €, el codigo (%) es:

231011031211 323101303121 332310330312 033231233031
303323323303 130332132330 213033013233 121303 101 323
112130110132 011213211013 101 121121101 310112312110

Al igual que el c6digo ¢(2) del Ejemplo 5.2.1, ¢(%) no es casi-ciclico ni casi-negaciclico de
indice d, donde 1 < d < 12 es un divisor de 12. Por otra parte, siendo 6; =5y &, = 13 inversos
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uno del otro en Zg, es natural pensar que el cddigo ¢ (%) posee una propiedad similar a la de
los cédigos 9;-ciclicos. Pero antes, observe que no es posible que satisfaga el Teorema 5.2.17
pues el codigo € no es 9;-ciclico y, por lo tanto, la propiedad debe ser diferente, aunque muy
similar. Para examinar tal situacion, sea 7 la permutacion sobre Zf, inducida por la biyeccion
= (0,6)(3,9) que actia sobre el conjunto I} = {0, 1,...,11}. Entonces afirmamos que

T(veo)®) (c)+cep(€) Yceo(¥)

donde ¢ = (1111) ® (200) si y solo si el vector t € 73, obtenido al concatenar en orden las
coordenadas de ¢ con subindice en el conjunto {0,3,6,9} satisface que

t € 13134 (2c§,2¢3) = {1313,1331,3131,3113}.

Comprobemos que en efecto esto asi es. Conservando el orden en el que hemos enumerado los
elementos de ¢ (%), calculamos primero los vectores #:

1111 3131 2002
3333 0202 3333
2002 1313 1111

3131
2313
0220

En consecuencia, los correspondientes vectores ¢ son:

000 000 000 000 200 200 200 200 000 000 000 000 200 200 200 200
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 200 200 200 200 000 000 000 000 000 000 000 000

Cada uno de estos vectores ¢ serdn sumados a los correspondientes vectores T (V® G)®2 (¢)
que a continuacién calculamos en dos etapas. Primero calculamos (v ® 6)%? (¢):

323101303121 132110130112
130332132330 013233213033
211013011213 301 321 321 301

entonces los vectores 7 (V@ 6)“? (¢) son:

323101303121 132110130112
130332132330 213033013233
011213211013 301 321 321 301

233031033 231
121 303 101 323
301 112312 101

033231233031
121 303 101 323
301 112312 101

En consecuencia, los elementos 7 (v ® )% (¢) 4 ¢ son:

323101303121 132110130112
130332132330 213033013233
011213211013 301 321 321 301

Como podemos observar, éstos dltimos son precisamente los elementos de (%) dispuestos en

033231233031
121 303 101 323
301112312101

otro orden y, por lo tanto, la afirmacion anterior es satisfecha.

103 123 123 103
312330310332
031211231011

103 123 123 103
312330310332
231011031211

103 123 123 103
312330310332
231011031 211
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Con el fin de establecer formalmente que cualquier c6digo 6,-ciclico sobre Zy1 puede ser
caraterizado por la propiedad descrita en el ejemplo anterior, requerimos del siguiente resultado.

~ . =1y, . .
Teorema 5.3.2. Sean n > 1, k > 3 enteros y y T la permutacion sobre Zﬁ " inducida por la
permutacion ©t definida en la relacion (5.1). Entonces para todo Z = (20,21, - --,2n—1) € ng o

(povs)(2) =7 ((v2 o)™ (9(2) + 92Dz 217) ) )
=7 ((v@ o)¥2” ((p(Z))) +7 ((v ®0)22" ((p(zkbz®2b2)>)
=7 ((ve o)™ " (p(2) +(v@ o)™ " (p(2'bz02b2)).
donde bz = (0,...,0,24-1) € Z2, .

Demostracion. Sean & = 1+21 42Ky Z = (z9,...,202,20-1) € L3y, con k > 3. Primero
observe que

Vs, (Z) = <(1 42k +2k)Zn71,Z07---,Zn72> = ((1 +25 Dz, +2kzn717Z07---7Zn72>
= (12 21,20, 0702+ (220-1,0,0.0,0) = V5, (2) + 250 ().
En consecuencia, por el Corolario 2.3.6,
0 (v&,(2)) =9 (v5,(2)+20(bz) = 0 (v5,(2) + ¢ (2c(b)).
Asi, por el Teorema 5.2.10,
(90vs,) (2) =7 ((62v)** ) (9(2) + (02 V)7 ) (p(2"b7© 2b7))
+o <2ka(bz)) .

Por definicién de la isometria @, tenemos que @(2¢c(bz)) = 2C£:} ®ro(o(bz)), de donde
concluimos que

¢ <2k6(bz)) — 7 ((c ® v)®2"‘2> (c’,j:} ® 2r0(bz)> .
Asimismo, de la definicién de ¢, tenemos que

7((0ev)™7) (p(2) =
#((een™7) (4 ern@ 2[4 en@ @-adTien@)]).
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. ~ k-2 . k-1
Ademas, dado que ((G ® v)®2 ) es un Zg4-automorfismo del médulo Zi n

(0@ 7) (0@) =7 (0o ) (¢ en(@)
+7 ((a@v)@’zk*z) (2 [c’(;” @n(Z)® - ®ck | ®rk(Z)D :

En consecuencia,

(povs,)(2) =7 ((c ® v)@z“) (cg—l ®ro(Z)+c 1@ 2r0(bz)>
+7 ((o ® v)®2k’2) (2 [c’g—l ernZ)e---edle rk(z)} ) .
Analizando el primer sumando del lado derecho de la relacién anterior vemos que
7 ((a ® v)®2"‘2) (cgfl @r0(Z)+c ' ® 2ro(bz)> —7 <(v ® o)®2"‘2) (dg*l ® ro(Z)> .

Ahora el resultado se sigue de los Lemas 5.2.6, 5.2.8 y 5.2.9, y de invertir el sentido de los
argumentos dados en esta demostracion. [

Es importante sefialar que el Teorema 5.3.2 puede ser demostrado con argumentos similares
a los dados en la prueba del Teorema 5.2.10. También, observe que en la demostracién se ha
hecho uso de la relacién & = & + 2%. Por otro lado, de la parte multiplicativa sabemos que
014 = &y, lo cual nos permite ofrecer otra demostracién del Teorema 5.3.2.

Segunda demostracion del Teorema 5.3.2. Seank >3, 8; =142y 8 =1+2%"142% Dado

que 814 = &, entonces Vs, = Vg, 01, donde M, es el Zy1-automorfismo del médulo Z7,

dado por (ver la Seccion 3.2 y la Proposicion 3.2.1 para més detallles)

Ny (205, 2n-2:2n—2) ¥ (20, - 1Zn—2, YZn—2)-
Sean Z = (z0,.--,2n-2,2n-1),bz = (0,...,0,2,—1) € Z,,,. Entonces, por el Teorema 5.2.10,

?(vs,(Z)) = o(vs,(n1(2)))
~ k=2 k—2
=7 ((c2v)™ 7 (p(my(2)) ) + (02 v)* 7 (p(2%y, (2) 02y, 2))) (5.1D)
Debido al Teorema 3.3.4,
k—1 k—1
eM(2)) =0T (9(2)) = (m—1@n-1)" (9(2)).

Asi,
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Ahora, recuerde que (f®g)®N = f*N0g®N donde N > 1 es un entero y f, g son funciones para

las cuales la composicion f o g esté bien definida. Como consecuencia de este hecho, tenemos
que

2k72

(6@V)o(n_10n.1))"
(Gon-1)®(ven 1)) "
(vo o)

(6@Vv)®* o yon )®2"

Sustituyendo, obtenemos:
F(ov)™ (p(n(2) =7 ((ve o)™ ) (9(2)).
Por otro lado, by, (7) = 0,...,0,Az,—1),donde A =1+ 2k Asi,
2b,. (z)=(0,...,0,2"A2,_1) = (0,...,0,2"z,_1) = 2"bz.

Similarmente, se prueba que 2b,, (z) = 2bz. Por lo tanto, 2kbm(z) ©2by,z) = 2kb; © 2by.
De este modo, al reunir todos elementos expuestos, obtenemos una segunda demostracion del
Teorema 5.3.2. O

Como consecuencia del Teorema 5.3.2 se tiene el siguiente resultado, el cual caracteriza
a los codigos &-ciclicos en términos de sus respectivas imagenes bajo la isometria ¢. Este
resultado es andlogo al Teorema 5.2.17 y, por lo tanto, omitimos su demostracion.

Teorema 5.3.3. Sean k > 3 y n > 1 enteros, ® la permutacion definida en la relacion (5.3)

~ . k—1
y T la permutacion sobre Zﬁ "

equivalentes:

inducida por m. Entonces las siguientes afirmaciones son

(1) € C Z’;k .1 es un codigo &-ciclico (no necesariamente lineal).

(2) (%) C Zﬁkil es un codigo (no necesariamente lineal) tal que
7 (<v ® a)®2k*2) (€)+CE Q@) Ve (@)

-~ - C k=1 .
donde ¢ = ci_i ® (2,0,...,0) si y sdlo si el vectort € Zi , obtenido al concatenar en
orden las coordenadas de ¢ con subindice en el conjunto 1(2~! n), satisface

t+(3,1,...,3,1) € 2c5 1, 2d 7 2dk D).

Lo~ 2k71n
En caso contrario, ¢ = (0)yx-1, € Zy "
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Los correspondientes resultados a las Proposiciones 5.2.13 y 5.2.20 para cédigos &,-ciclicos
son enunciados e ilustrados a continuacion.

Proposicion 5.3.4. Sean k > 3,n > 1 enteros, T la permtacion definida en (5.3), y T la permu-
tacion sobre ZﬁH” inducida por ©t. Sea € C (2Zoi11)" un cddigo. Entonces € es &-ciclico si
y solo si

~ k—1 ~ k—1
7 (v ) (0(#) =7 (6°) (0(%)) = 0(%).
Consecuentemente, un codigo € C (Zsz+1 ) es O1-ciclico si'y sélo si es &-ciclico.
Observe que en este resultado, asi como en la Proposicion 5.2.13, la condicién de linealidad

no es impuesta al c6digo sobre Z,+1. A modo de ejemplo, sea ¢ el cddigo (no lineal) de
longitud 3 sobre Z;¢ cuyos elementos son:

(2,2,6) (2,6,10) (6,10,10)  (6,12,8)
(8,6,12) (8,14,12) (10,10,14) (10,14,2)
(12,8,6) (12,8,14) (14,2,2) (14,12,8).

Una forma de verificar que este c6digo es d;-ciclico y, por lo tanto, &-ciclico, donde o; = 5
y 0y = 13, es calcular v; (¢) y verificar si Vs (¢') = €. Otra forma es aplicar la Proposicién

5.3.4, para lo cual debemos calcular ¢ (%) y comprobar si T (G®22) (9(%)) = @(€). Con el
fin de ilustrar dicho resultado, con la ayuda del Programa Computacional MAGMA V12-15.13

(Student Version), obtuvimos el c6digo ¢(%):

000 002 222 220
022 202 222 002
222220000 002
222020 220 022

Ahora calculamos 62 (¢(%)):

000 200 222 022
202 220 222 200
222022 000 200
222002 022 202

Finalmente, aplicamos la permutacion 7, la cual actda sobre un vector en Ziz como sigue:

A= apaiar b0b1b2 cpC1C2 d0d1d2 — ﬁ(A) = cpai1ar d()b]bz a0b1C2 bod]dz.

002 022 220 200
202 220 222 200
220200 002 022
200 000 022 222

200 202 022 020
220022 222 020
022 020 200 202
020 000 202 222

De este modo, el cédigo 7 ((7@22) (p(%)) es:

200 000 022 222
202 220 222 200
022 222 200 000
022 202 222 002

000 002 222 220
220022 222 020
222 220000 002
220200 002 022

022 222 200 000
222 200 202 220
220022 222 020
222002 022 202.

202 222 020 000
222 020 220 022
022 202 222 002
222 200 202 220.

002 022 220 200
222020220 022
222002 022 202
222200 202 220.
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Dado que este tltimo c6digo es ¢(%), por la Proposicién 5.3.4, concluimos que € es §;-ciclico
y, por lo tanto, o,-ciclico.

Vale la pena observar que € no es cédigo A-ciclico ni ciclico, donde A = 1 +2% =9. Por lo

tanto, ¢(%’) no satisface las relaciones 6% (9(%)) = @(€) y v¥2 (¢(%)) = ¢(%). De este
modo, la permutacién 7 debe considerarse para establecer la Proposicion 5.3.4.

El siguiente resultado es andlogo a la Proposicion 5.2.20.

Proposicion 5.3.5. Sea ¢ C Ly, con k >3, un codigo (no necesariamente lineal) tal que

2kb; ©2by € € para todo Z € €, y ¢(€) es un cédigo lineal Zy4. Entonces € es un cédigo
Oy-ciclico si y solo si

7 ((veo) ) (0(¥)) = 9(€).
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.3.6. Sean k =n =3y %, C Z3, el cédigo lineal generado por los vectores (1,13,9),
(0,8,0) y (0,0,8), es decir,

¢, ={a(1,13,9)+b(0,8,0) +¢(0,0,8) : a,b,c € Zi6}.
Dado que es suficiente considerar b, ¢ € {0, 1}, el cédigo %> contiene 64 elementos. Note que

viz(g1) = (5,1,13) = 5(1,13,9) +0(0,8,0) +0(0,0,8),
vi3(g2) = (0,0,8) = 0(1,13,9) +0(0,8,0) +1(0,0,8),
V13(g3) = (87070) = (17 1379> + 1<07870) + 1(07078>

Por lo tanto, %, es un cédigo &-ciclico lineal, donde &, = 1+ 2k=14 2k — 13. Ademds, ya
que (0,0,0), (0,0,8) € >, el vector 2¥bz ® 2bz pertenece al c6digo %> para todo Z € €. Por
otra parte, con la ayuda del Programa Computacional MAGMA V12.15-13 (Student Version)
obtuvimos que @(%>) es un c6digo lineal generado por los vectores:

g1 =111131111131, g»=020020020020, g3 = 002002002002,
g4 =000 222 000 222, g5 =000 000 222 222.

Consecuentemente, %, es un codigo que satisface las hipétesis de la Proposicion 5.3.5 y, por lo
tanto, @ (%) satisface la relacion

T ((v®0)??) (9(62) = 0(%),

con lo cual concluimos el ejemplo.
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Recuerde que en el Ejemplo 5.2.19 presentamos un cédigo d;-ciclico lineal 4] C Z?ﬁ, de
cardinalidad 64, generado por los elementos (1,5,1), (0,8,0) y (0,0,8). En el ejemplo ante-
rior vimos un cédigo 0,-ciclico lineal €, C Z% generado por los vectores (1,13,1), (0,8,0)
y (0,0,8), y de cardinalidad 64. Ahora observe que (1,13,1) = (1,5,1) + (0,8,0) € 4. De
este modo, por cuestiones de cardinalidad, tenemos que %] = %3 y, por lo tanto, este codigo
es 0)-ciclico y 6,-ciclico a la vez. El propésito de la siguiente seccidn es estudiar esta clase de
codigos.

5.4. Cédigos consta-ciclicos lineales

En este apartado estudiaremos codigos lineales que tienen la propiedad de ser al mismo
tiempo &;-ciclicos y 8-ciclicos, donde k > 3, §; = 1+2¢"1y 8, = 1 4+ 2%~1 4 2%; notacién que
preservaremos a lo largo de esta seccién. A modo de ejemplo, podemos considerar el codigo
lineal €1 = ¢, C Z% de los ejemplos 5.2.19 y 5.3.6. De este modo, la familia de cédigos que
estudiaremos contiene cédigos distintos del cédigo cero {(0),} C ZJ; .

Primero recuerde que si y € U(Zyx+1), entonces 1y es el Zyi11-automorfismo definido sobre
Ly COMO
Ny:(205---,2n-2:2n-1) = (205 -+ 2n—2, YZn—1)-
(ver la seccion 3.2 y la Proposicion 3.2.1 para mas detalles). Asimismo, debido al Lema 3.3.2
tenemos que A8; = & y A8 = §;, donde A = 1 4 2%,

Proposicion 5.4.1. Sea € un cédigo de longitud n > 1 sobre Zyi1 'y Y € {61,6,}. Si € es un
cddigo y-ciclico, entonces € es Ay-ciclico siy sélo si N (€)= €.

Demostracion. Observe que Vs = Vs oMy y V5, = Vg, 01, de este modo, el resultado se sigue
de la inyectividad de las aplicaciones Vs , Vs, y 1. U

En la Proposicion 4.4.4 se enuncid un resultado similar a la Proposicion 5.4.1, en el cual se
establece que un cédigo ciclico % (casi-ciclico de indice m = 1) es a su vez un c6digo A-ciclico
si y s6lo si 1y (%) = €. De este modo, podria pensarse que un cédigo & que es 8;-ciclico y
Oy-ciclico a la vez, es también un cddigo ciclico y A-ciclico. Esto no siempre es cierto, y para
ilustrarlo nos apoyamos en el codigo del Ejemplo 5.3.6.

Por otra parte, observe que debido al Teorema 3.3.4,

k—1
pom =nZ} oe.
Por lo tanto, de la Proposicion 5.4.1 concluimos que si un c6digo % es 9;-ciclico y &,-ciclico a la
vez, entonces @(%’) queda invariante bajo la accién de nfz’lzk_], es decir, nfg’lzk_l (0(€)) = @(¥).
De este modo, si un c6digo ¢ es 8;-ciclico y &,-ciclico al mismo tiempo, entonces el cédigo
¢(%) satisface lo siguiente:
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1) 7r< ocxV)? c)+ce @(¥),paratodo c € 9(%),

c)+ce @(€),paratodoc € @(%),y

)@
=)

2) 7r< (veo)®

Mas atn, observe que cualesquiera dos de estas tres relaciones caracteriza a tales cédigos, pero
ninguna por si sola.

Si ademds suponemos que @ (%) es lineal y que 28b; ®2by € € para todo Z € €, entonces
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.4.2. Sea ¢ C Ly, un codigo (no necesariamente lineal) tal que ©(%) es lineal y
2%b, ®2by € € para todo Z € €. Entonces € es 8-ciclico y 8-ciclico si y sélo si

~ k=2 ~ k—2
7((0ev)™7) (0(#) =7 ((ve o)™ ) (9()) = 9(%).
Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 5.2.20 y 5.3.5. [

Para ilustrar este dltimo hecho, consideremos el cédigo lineal € C Z% generado por los
vectores (1,5,1), (0,8,0) y (0,0,8). En los ejemplos 5.2.19 y 5.3.6 se prob6 que % es un
cédigo 8;-ciclico y &-ciclico lineal, tal que @(%) es lineal y 2¥bz ® 2bz € € paratodo Z € €.
Asi, el codigo ¢ satisface las hipétesis de la Proposicion 5.4.2 y, por lo tanto, ¢(%’) permanece
invariante bajo las aplicaciones

%((G®v)®2k72>, %((v@o)@kd).

El siguiente resultado describe la situacion cuando afiadimos la condicién de linealidad a %

Proposicion 5.4.3. Sea € un cddigo lineal de longitud n > 1 sobre Zyi1. Sea y € {01,02} y
A =142k 8i € es y-ciclico, entonces € es Ay-ciclico si y solo si 2bz € €, para todo Z € €.

Demostracion. Supongamos que % es un cédigo y-ciclico y Ay-ciclico lineal. Entonces, por
la Proposicién 5.4.1, 0, (¢') = €, es decir, para todo Z = (2o, . ..,2Zn—2,2n—1) € €, se tiene que
M (Z) = (z0,---,2n-2,A2n_1) € €. Como A = 1 + 2, entonces

n}l,(Z> - (Z()?"'azn—Z;Zn—l)+(07"'7072kzn—1) €Ev

Debido a que % es lineal, N (Z) —Z = (0,...,0,2%z,_1) =2kb, € €.

Reciprocamente, supongamos que ¢ es un cédigo y-ciclico lineal tal que 2€b; € €, para todo
Z € €. Entonces 2%bz +Z = 1, (Z) € €. Por lo tanto, de la Proposicién 5.4.1 se sigue que %
es Ay-ciclico. O
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Observe que 2¢by = (0,... ,0,2%z,_1), donde Z = (z, ... »Zn—2,2n—1), puede ser solamente
el vector cero o el vector (0,...,0,2%). La primera situacién pasa si y sélo si z, | € (2) C
Zyi+1. De este modo, si 6" es un codigo y-ciclico lineal, donde y € {01,8,}, y tal que todas
las coordenadas de los vectores contenidos en €l estan en €l ideal maximal de Zy+1, entonces
2kbz = (0,...,0) € € paratodo Z € €. Por lo tanto, & es también un cédigo A y-ciclico lineal.
Asi, todo cddigo y-ciclico lineal, tal que todas las coordenadas de los vectores contenidos en el
estan en el ideal maximal de Z11, es también un cédigo A y-ciclico lineal. Sin embargo, debe
tenerse cuidado pues esto no implica que el c6digo sea A-ciclico y, en consecuencia, ciclico.
Esto es, existen codigos que son 9;-ciclicos y &-ciclicos pero que no son codigos ciclicos ni
A-ciclicos. Por ejemplo, considere el cédigo lineal € C Z?é generado por el vector (2,10,2).
Los elementos de € son:

(14,6,14), (6,14,6), (4,4,4), (12,12,12), (2,10,2), (10,2,10), (0,0,0), (8,8,8).

De aqui, podemos verificar facilmente que ¢ es un c6digo d;-ciclico, donde 8; = 5. Ademas,
dado que las coordenadas de cualquier vector en % estan en el ideal maximal de Zg, € es
también un cédigo 0,-ciclico. Sin embargo, este cddigo no es ciclico ni A-ciclico, con A =9,
tal como se puede verificar facilmente por inspeccidn directa.

Por otra parte, 2%b, = (0,...,0, 2") siy solo si z,—1 es una unidad en Z,+1. De este modo, si
% es un c6digo que contiene vectores cuya ultima coordenada sean unidades, basta verificar si
para uno de esos vectores 2¢bz = (0,...,0,2%) € €. Esto quiere decir, que aunque la condicién

de la Proposicién 5.4.1 establezca que “2¥b; € € para todo Z € %, no es necesario verificar
esta propiedad para todo Z € ¥ cuya ultima coordenada sea una unidad, sino que basta fijarnos
en uno solo.

El andlisis del parrafo anterior nos trae a la mente el vector
zka ®2bZ - (07 st 7072kr0<zn71)rk—1 (Zn71)>7
el cual también sélo puede tomar dos posibilidades: el vector cero y el vector (0,...,0,2%).
Si 2fbz = (0,...,0), entonces 2*bz ®2bz = (0,...,0). Si 2*bz = (0,...,0,2%z, 1), entonces

2kb; ® 2by todavia puede tomar sus dos posibilidades, dependiendo del término r4_;(z,_1). En
cualquier caso, lo anterior implica que si 2bz € € para todo vector Z en un cédigo € C Ly s

entonces 25b; ©®2by € ¥ para todo Z € %. Sin embargo, el reciproco de esta observacion
no es en general cierto. Por ejemplo, considere el cédigo ¢ = {0000,1111} C Zfﬁ. Entonces
2¢b; ®bz = 0000 para todo Z € €'y, por lo tanto, 2b; ®b; € €. Pero 2*b, = 0000 si Z = 0000,
y 2°bz = 0008 si Z = 1111. De este modo, 2Xb no siempre estd en el cédigo € paratodo Z € €.

No obstante, es posible tener el siguiente resultado.

Teorema 5.4.4. Sea ¢ un cédigo lineal de longitud n sobre Z,i.1 tal que @(%) es lineal.
Entonces € es 8-ciclico y &-ciclico si y sdlo si

7((0@n™7) (p(@) =7 ((ve o)™ ) (p(4)) = 9(%).
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Demostracion. Si € es 0j-ciclico y &-ciclico lineal, entonces 2kp, € € para todo Z € €.
Consecuentemente, 2€bz ® 2bz € € para todo Z € €. De este modo, por la Proposicién 5.4.2,

7((02v)7) (0(€) = ((ve o)™ ) (9(%)) = 9(#).

Supongamos ahora que ¢ (%) satisface la relacién anterior y demostremos que % es d;-ciclico
y &-ciclico. Sea Z € €. Debido a los Teoremas 5.2.10y 5.3.2,

0(v5,(2)) =7 ((08V)** ") (0(2)) + (68 V)™ (2", ©2b7)),
0(v5,(2) =7 ((v20)™2 ) (9(2) + (v© 6)** (p(2'b; ©2b7)).

Si 2b, ® 2b es igual al vector cero, entonces Vg, (Z)y Vs, (Z) estdn en €. Si 2%b, ©2b, =
(0,...,0,25 ¢ Ly, entonces se sigue de los Teoremas 5.2.17, 5.3.3 y de la Proposicion 5.2.14
que las las coordenadas de ¢(Z) con subindice en el conjunto (2! ») son unidades. Por lo
tanto, como @(%) es lineal y (6 @ v)®2 7 (9(2%bz ©2bz)) = (v 6)%%  (9(2kb; ® 2by)),
tenemos que

7((0ev)7) (02) -7 ((vo o)™ ") (0(2) = =} ©(2,0...,0) =€ p(%).

Dado que €= (6@ v)®2 7 (9(2%b; ©2by)) = (v® 6)%2 " (¢(2kb; ®2by)), obtenemos que
los vectores

o(v5,(2) —e =7 (00 V)™ ") (9(2)),
0(v5,(2) —c =7 ((ve o)™ ) (9(2)),
pertencen al cdéigo ¢(%’). Consecuentemente, V5 (Z) y Vs,(Z) estdnen ¢ O]

Continuamos nuestro andlisis de las propiedades de los cédigos O;-ciclicos y & -ciclicos
lineales sobre Z,«+1 pero ahora con la hipétesis de que la longitud n es impar. Esto lo hacemos
con la finalidad de aprovechar la estructura de dichos c6digos, la cual ha sido desarrollada en el
Capitulo 1 de este material.

En virtud de los Lemas 1.3.6 y 1.4.1, recordemos los cddigos ciclicos y 8;-ciclicos estdn
relacionados mediante el siguiente diagrama conmutativo

P

ngﬂ Liyj+1 [x] /(X —1)

Hp Hp

ng+1 Z2k+1 [)C]/(Xn - 51>
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donde B" = &, g y ﬁB son los isomorfismos de Z,«+1-moédulos dados por:

ug :a(x) 4+ " —1) = a(Bx) + (x" — &)

ug : (ao,ai, ..., an—1) — (ag,Bai,...,B " la,_1).

Asimismo, c6digos ciclicos y 0,-ciclicos estan conectados por medio del siguiente diagrama
conmutativo

P
ngﬂ Z2k+1 [x] / <Xn — 1>
He ue
" P
Lipis L1 [x] / (x" — B2)

donde £" =41 y He'y ﬁgg son definidos de manera similar a g y ﬁﬁ. Dado que todas las apli-
caciones involucradas en estos diagramas son isomorfismos, se tiene que 1os Z1-médulos
L1 [X] /(X" = O1) ¥ Zoks1[x]/ (x* — &2) son isomorfos. Es posible dar explicitamente un isomor-
fismo, para lo cual recordemos que si n es impar y u € U(Z+1), entonces existe una tnica raiz
n-ésima de u. Esto es, existe un tGnico v € U(Z,+1) tal que v" = u. Como antes, sea A = 1 + 2%,

Lema 5.4.5. Sea n > 1 impar. Entonces la aplicacion
Hy, 2 Loy [x] /(" = 1) = Ly [x] /(X" — 82)

definida como
a(x) + (" = 81) = a(Bx) + (X" — &)
es un isomorfismo de Zi1-mddulos. Por lo tanto, un conjunto I es un ideal de Zi11[x] /(X" — &)

siy solo si uy (I) es un ideal de Zpi+1 [x] /(X" — 82).

Demostracion. Observe que

(i o pg)(a(x) + (" = 1)) = py (a(Bx) + (&' = 1)) = a(ABx) + (x" — &)

donde B" = &,. Entonces (Af3)" = A"B" = A"'5,. Siendo n impar, A" = A pues A es de orden
2. Asi, (AB)" = A0, = 0;. Esto implica que A3 = & puesto que la raiz n-ésima de J; es tnica.
De este modo, i, o 1ig = He y, por lo tanto, [, es un isomorfismo. [

Como consecuencia inmediata del Lema 5.4.5 tenemos la siguiente resultado andlogo al
Lema 1.4.1, el cual generaliza la Proposicion 3.7 de [54].
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Proposicion 5.4.6. Sea n un entero impar. Entonces, un cédigo ¢’ C ZJ),.., es O1-ciclico si'y sélo
si Wy, (€) es un cédigo &,-ciclico, donde [y, : Ll = Ly, estd dado por

(ao,al,...,an_l) — (ao,lal,...,lnflanq).

Demostracion. El resultado se sigue de la relacion py o P = Po 1y, donde P es la representacion
polinomial, y del hecho de que un cédigo 6" C Z7,., es y-ciclico si y sélo si P(%) es un ideal
de Znii1[x]/(x" — ), con y € {81, 81} (cf. Proposicién 1.2.6). O

En otros términos, la Proposicion 5.4.6 permite construir un cédigo -ciclico lineal de
longitud impar sobre Zy 1, a partir de un cédigo -ciclico lineal de la misma longitud, y
viceversa.

Por otro lado, en la Proposicién 4.6.1 mostramos que Qo U = u?lzk_l o @. De este modo,
este resultado junto con la Proposicién 5.4.6, nos dan ahora la posibilidad de pasar de un cédigo
01-ciclico a un cédigo 6,-ciclico (y viceversa) por medio de sus imagenes con respecto a la
isometria ¢.

Proposicion 5.4.7. Sea n > 1 un entero impar. Entonces el siguiente diagrama conmuta.

p! ¢

k—1
ot []/ (¥ — 1) 72
~ ~ k—1
My Hy, Hf@ 12
P_1 k-1
Lo [x] /(" — &) e ¢ 73

Ademds, la funcién inversa de 1), es ella misma.

Habiendo estudiado las relaciones entre los cédigos 0;-ciclicos y &,-ciclicos lineales de
longitud impar sobre Z,«+1, somos ahora capaces de dar condiciones necesarias y suficientes
para que dichos cddigos coincidan. El siguiente resultado es andlogo a la Proposicion 4.5.6.

Proposicion 5.4.8. Sea € un cédigo Oy-ciclico lineal de longitud n impar sobre Zi+1. Entonces
€ es Oy-ciclico si'y solo si 1) (€) =C.
Demostracion. Supongamos que % es d;-ciclico y &,-ciclico lineal de longitud n impar sobre
Zni+1. Entonces, por la Proposicion 5.4.3,

kb, =(0,...,0,2%2,_1) €€, VYZ=(z0,...,2n-2,2n-1) € E.
Ademds, W = v5,(Z) = (812p—1,--,20,---,2n—2) € €y, por lo tanto,

2kby = (0,...,0,2%,5) € €.
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Continuando de esta manera vemos que (O,...,0,2kz,~) €%,donde 0<i<mn—1lygzesla
coordenada i de un vector Z € ¢. Consecuentemente, dado Z = (zg,...,%,...,2n—1) € €, el
vector x; = (0,...,0,2%z;,0,...,0) € €. Por lo tanto, dado que % es lineal,

[(Z2)=Z+x1 433+ +Xp2EF.
Reciprocamente, supongamos que [i3 (¢') = %. Como p, o P = Po I3, tenemos que

w, (P(%)) = P(u,(C)) = P(%).

Por otra parte, como % es 8;-ciclico lineal, P(%’) es un ideal en el anillo Z 1 [x]/(x" — 81) y, por
lo tanto, P(%’) es un ideal en Zn11[x]/ (x" — 62). Esto implica que €’ es un cédigo &,-ciclico. [

El resultado anterior nos permite dar otra propiedad de la imagen bajo ¢ de un cédigo que
es 8j-ciclico y 6,-ciclico lineal de longitud impar sobre Zi.1.

Corolario 54.9. Si ¢ C ng .1 es un cddigo 61-ciclico y &-ciclico lineal de longitud impar,
entonces =2 (9(€)) = 0(%).

Vale la pena sefalar que en virtud del Teorema 4.6.2, el reciproco de la Proposicién 5.4.9
es falso. Esto es, si un c6digo lineal 4" C Z/,;, con n impar, es tal que ,ufg)lzk_l (0(%)) =@ (¥),
entonces no necesariamente ¢ es 8;-ciclico y &,-ciclico.

A modo de ejemplo, hemos elaborado el Cuadro 5.3, el cual contiene una lista de todos los
c6digos lineales 8;-ciclicos de longitud 3 sobre Z¢, donde 8; = 1+2K~! = 5. Hemos sefialado
con el simbolo v aquellos c6digos que son también &-ciclicos, con & = 14 2k=1 2k =13,
Asimismo, se ha calculado la imagen con respecto a ¢ de dichos codigos, y se ha especificado
cudles de ellos tienen imagen lineal. De este modo, el Cuadro 5.3 ofrece una gama de ejemplos
que ilustran los resultados descritos en esta seccion. Todos los cédlculos han sido realizados con
el programa computacional MAGMA® V2.15-13 (Student Version). Otros cuadros similares se
encuentran en el Apéndice A.
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Generadores ~ #%  &-ciclico (%) lineal Generadores ~ #%  &-ciclico (%) lineal

(2) 83 v v (d,2°dy)  16%-4 v —
(22) 43 v v (d,2°dy)  16%-2 v —
(23) 23 v v (dr,2d,)  16-82 v v
(dy) 16 - — (dy,2°d;)  16-47 v v
(2d;) 8? v - (dr,23d;)  16-22 v v
(2%d,) 42 v - (2d,,2°d,)  8*-4 v v
(23dy) 22 v v (2d,,2°d,)  8*-2 v v
(do) 16 - - (2dy,2%d,)  8-4? v v
(2dy) 8 v v (2dy,2%d,)  8-2° v v
(2%d,) 4 v v (22d,,2%dy)  4*-2 v v
(23d5) 2 v v (22dy,23d,)  4-22 v v
(d,2d,)  16*-8 v v

B =8 =didr, di=x+3, d=x"+13x+9, §=1421=5 &=14+2142-=13, k=3.
v': El cédigo tiene la propiedad sefialada por la columna.
—: El c6digo no tiene la propiedad sefialada por la columna.

Cuadro 5.3: Cédigos 0;-ciclicos lineales de longitud 3 sobre Z1¢.



Capitulo 6

Imagenes de codigos 3-ciclicos y negaciclicos sobre Zg

En el presente capitulo analizaremos propiedades de ciclicidad y negaciclici-
dad de las imédgenes, bajo las isometrias ¢ y ® de Gray, de cédigos 3-ciclicos
y negaciclicos sobre Zg. Daremos varias propiedades de las imagen bajo ¢ de
estos codigos y, en particular, demostraremos que la imagen de un cédigo 3-
ciclico o negaciclico sobre Zg es un c6digo negaciclico, médulo una traslacion,
sobre Z4. A raiz de este hecho, demostraremos que la imagen de Gray de un
codigo 3-ciclico o negaciclico sobre Zg es un c6digo ciclico binario, médulo
una traslacién. Asimismo, estableceremos que un c6digo € C Zg es 3-ciclico
y negaciclico a la vez si y s6lo si (%) es un c6digo negaciclico sobre Zg, 0
equivalentemente, si y sélo si @(%) es un c6digo ciclico binario. Estos resul-
tados son parte de las aportaciones mds relevantes de este trabajo y, ademads,
generalizan las contribuciones més importantes de [54].

6.1. Introduccién

Los cédigos negaciclicos fueron estudiados por primera vez en el contexto de campos finitos
por E. R. Berlekamp en [7]. Afios mds tarde, el estudio de esta clase de cddigos fue extendi-
da al ambito del anillo Z4 por J. Wolfman en [54, 55]. En esos trabajos se desmostré que la
imagen de Gray de un cédigo negaciclico de longitud n sobre Zy, es un cddigo ciclico binario
de longitud 2n. Més atn, se probé que si la longitud n es impar, entonces la imagen de Gray
de un cddigo ciclico lineal ¢ C Zjj es permutacion-equivalente a un cédigo ciclico binario (no
necesariamente lineal); de hecho la equivalencia estd dada por la permutacion de Nechaev. Con
los resultados alcanzados en [54,55] se di6é una explicacion satisfactoria al porqué los codigos
de Kerdock y Preparata estan relacionados con cddigos ciclicos doblemente extendidos; hecho
que fue anunciado en [23,40]. Mds atn, se encontré una manera de construir c6digos ciclicos
de longitud 2n, con n impar, a partir de cédigos ciclicos de longitud n sobre Zg4.

Después de esos trabajos algunos autores han investigado las propiedades de ciclicidad de
la imagen de Gray de algunas familias de cédigos y-ciclicos sobre algunas familias de anillos
finitos. En particular, cuando el anillo es Z,«+1, en [51,52] se estudiaron las propiedades de la
imagen de Gray de cédigos A-ciclicos donde A = 1+ 2, probando que la imagen de Gray de
uno de tales c6digos es un cédigo casi-ciclico de indice 2~ y longitud 2%n sobre F». Observe
que si k =2, entonces A = 5y, por lo tanto, la imagen de Gray de un 5-c6digo ciclico de longitud
n sobre Zg es un cédigo casi-ciclico de indice 2 y longitud 4n sobre [,. En particular, observe
que la imagen de Gray de un cédigo 5-ciclico sobre Zg no es en general un co6digo ciclico, sino
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un cddigo casi-ciclico. Por otra parte, note que 5 # —1 en Zg y, en consecuencia, los codigos
que se consideraron en [51,52] no corresponden a los c6digos negaciclicos sobre ese anillo.

En este capitulo estudiaremos propiedades de la imagen bajo las funciones ¢ y ® de Gray
de cédigos negaciclicos sobre Zg. Ya que 7 = —1 en Zg, y la representacion 2-addica de 7 es
=14+2+2%2=1+2142% con k = 2, entonces estudiar propiedades de las imédgenes de
cddigos negaciclicos sobre Zg corresponde a estudiar propiedades de las imdgenes de codi-
gos Oy-ciclicos sobre Z,iy1 para el caso k = 2, el cual no fue considerado en los principales
resultados del Capitulo 5. Continuando con el espiritu de este trabajo, también estudiaremos
propiedades de las imdgenes de los codigos 3-ciclicos sobre Zg, lo que corresponde al caso de
codigos 6;-ciclicos sobre Z,i+1 con k = 2; situacién que tampoco formé parte del Capitulo 5.

Varias propiedades de la imagen de cédigos 3-ciclicos y negaciclicos son establecidas. En
particular, demostraremos que un cédigo € C Zg es un cédigo 3-ciclico si y s6lo @ (%) es un
codigo negaciclico, médulo una traslacion (Teorema 6.3.9), equivalentemente, si y sélo si su
imagen de Gray es un cddigo ciclico binario, médulo una traslacién (Teorema 6.3.10). Similar-
mente, probaremos que un c6digo ¢’ C Zg es un c6digo negaciclico si y s6lo ¢ (%) es un cédigo
negaciclico, médulo una traslacién (Teorema 6.4.1), o equivalentemente, si y s6lo si su imagen
de Gray es un codigo ciclico binario, médulo una traslacion (Teorema 6.4.2).

Observe que los cédigos que se obtienen como imdgenes de Gray de codigos 3-ciclicos
o negaciclicos no son cddigos ciclicos. De este modo los cédigos negaciclicos sobre Zg no
tienen imagen de Gray ciclica; hecho que generalizaria plenamente los resultados mencionados
de [54,55]. Sin embargo, demostraremos que la manera correcta de obtener codigos ciclicos a
partir de cédigos sobre Zg, es por medio de cédigos que tienen la propiedad de ser 3-ciclicos
y negaciclicos a la vez. En especifico, demostraremos que la imagen bajo ¢ de un cédigo ¢
sobre Zg es un c6digo negaciclico sobre Zg si y s6lo si € es un codigo 3-ciclico y negaciclico
a la vez, o equivalentemente, la imagen de Gray de un cédigo & sobre Zg es un codigo ciclico
binario si y sélo si ¢ es un cédigo 3-ciclico y negaciclico a la vez. Estos resultados son quizas
las aportaciones mds importantes de esta tesis.

6.2. Un ejemplo particular

Antes de iniciar el andlisis de las propiedades de casi-ciclicidad y casi-negaciclicidad de las
imagenes de cddigos 3-ciclicos y 7-ciclicos definidos sobre Zg, veamos un ejemplo particular.
Para tal proposito, recordemos los siguientes hechos generales, los cuales han sido descritos
con mads detalles en el Capitulo 1. Para todo entero n > 1 impar, el polinomio x" — 1 tiene una
factorizacion tnica en Zg[x] como un producto de polinomios ménicos, basicos irreducibles y
coprimos. Asimismo, si ¥ es una unidad en Zg, entonces existe un tnico 3 en U(Zg) tal que
B" = y~! (Corolario 1.3.5). La unidad 8 es llamada la raiz n-ésima de y~!. De hecho, ya que
todas las unidades en Zg son de orden 2, para todo entero n > 1 impar, la raiz n-ésima 3 coincide
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con la unidad 7.

En el Lema 1.3.8 se demostr6 que si X" — 1 = aj(x)az(x)---a,(x), donde los polinomios
a;(x) son ménicos, basicos irreducibles y coprimos, entonces una tal factorizacién de x" — y es
X" —y=">by(x)by(x)---b,(x), donde

bi(x) = B¢ g (Bx), 1<i<r

Por ejemplo, sean k = 2 y n = 3. Entonces la factorizacién de x> — 1 € Zg como un producto de
polinomios ménicos, bésicos irreducibles y coprimos es:

X —1=x+70*+x+1) =a;(x)ax(x),

donde a1(x) = x+7y az(x) = 1 +x+x%. Ahora, considere la unidad 8 = 1 +2¢"1 =3 en
Zg. Entonces la factorizacién de x*> — 8; en Zg[x] como un producto de polinomios basicos
irreducibles y coprimos es x*> — 8; = by (x)by(x), donde

by (x) =B la;(x) =37 a; (x)
by(x) = B 2az(x) =32 (x)

Y7 +43x)=5+x,

13-
372(143x+3%0%) = 1 +3x+x%.

Por otra parte, si / es un ideal del anillo Z,:1[x]/(x" — 1), entonces existe una tnica co-
leccion fo, fi,.. ., fky1 de polinomios ménicos y coprimos, tales que fofi - fir1 =x"—1e
1= (F,2F,...,2"F), donde F; = fi+ (x"—1) y fi = (x* —1)/f; (Teorema 1.3.1). Como
consecuencia de este hecho, en el Teorema 1.3.9 y el Corolario 1.3.10, se demostré que si ¥ es
una unidad de Z,k+1'y

Wp : Lo [x]/ (X" — 1) = L[] / (X" — 7)

es el isomorfismo de anillos definido como a(x) + (x" — 1) — a(Bx)+ (x" —y), donde B" =y~ !,
entonces

J= »u“ﬁ(1> = <a\1726\27"'72kGK+1>7

donde los generadores G; se calculan reemplazando los factores f; + (x" —1) por g+ (X" —y)
en la expresién de F;. El polinomio g; estd definido por la relacién g; = B¢ Ui f;(Bx).

Por ejemplo, consideremos nuevamente los casos k =2, n = 3, y sean

fo=1,  fi=alx), fi=1,  fi=ab),

donde a;(x) = 7+xy ax(x) = 1 +x+x2. Entonces es claro que los polinomios fy, fi,f> ¥ f3
son moénicos, coprimos y fof1f>f3 = x> — 1. Esta eleccién de los polinomios f; implica que

.ﬁ):x?’_lv ]?l:aZ(x)v ]/(\‘2:)(?3—1, .fé:al(x)‘
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Por lo tanto, en Zg|[x] /(x> — 1), tenemos que

~

Fy =0, F1 = ay(x), B=0, B =aj(x).

En consecuencia, I = (F1,2F3,22F3) = (14 x4 x2,4(7 +x)) es un ideal en Zg[x]/ (x> — 1) de
cardinalidad 25, donde S = Y'¥_ (k+1—i)gr(fi+1) = 5. Asi, el conjunto

J=u3(I) = (G1,2G2,22G3) = (1 +3x +2%,4(5+x))

es un ideal en Zg[x] /(x> — &;) de la misma cardinalidad que /.

Sea P: Z3 — Zg[x]/ (x> — 1), y € U(Zs), la representacién polinomial, entonces de la Pro-
posicion 1.2.6 se sigue que los conjuntos

€ =P (1) ={(20,21,22) €Z3 : z0+zx+ 203>+ (X —1) €I},
€s, =P (J) = {(z0,21,22) € Z3 : z0+z1x+ 220>+ (x* — &) € J},

1

son cddigos ciclicos y 0;-ciclicos, respectivamente, ambos lineales. En lo siguiente estudiare-
mos la imagen de estos cddigos con respecto a las isometrias ¢, ® y ®;. Para este objetivo,
haremos uso de las propiedades de estas isometrias, las cuales fueron estudiadas en los Capitu-
los 2, 3 y 4 de esta tesis.

Primero analicemos los cédigos @(%), ®(€) y ®1(%). Como I = (1 +x+ x%,4(7 +x)),
entonces / tiene como polinomio generador a 1 +x +x% +4(7 +x), esto es,

I=(14+x4+x>+4(7+x)) = (5450 +x%),
De aqui se sigue que Z € % siy sdlo si existen ry, 71,1, € Zg tales que
Z=ro(5,51)4+r(1,55)+r(5,1,5).

En otros términos, ¢ es en el submédulo de Z3 generado por go = (5,5,1), g1 = (1,5,5) y
g2=(5,1,5). Observe que con el propésito de calcular explicitamente los cédigos (%), ®(%)
y @1(%), los generadores go, g1 y g2 no son del todo adecuados. Sin embargo, realizando
operaciones elementales renglén a la matriz cuyos renglones son los vectores g, g1 y g2 en Zsg,
obtenemos que g, = (1,1,1), g} = (0,4,0) y g5 = (0,0,4) forman un conjunto de generadores
del codigo €. Asi,

¢ ={ro(1,1,1)+r1(0,4,0)+72(0,0,4) : ro,r,r € Zg}.

Por lo tanto,

(P(Cg) - {(P(Z) 2= I”()(l,1,1)+r1<0,4,0)+7'2(0,0,4),1’(),7'1,}’2 S ZS}
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De este modo, si Z € ¢, se sigue del Corolario 2.3.6 que

(p(Z) = (p(r()(lv 1, 1)) + (P(rl (07470)) + (p(r2(07074))'

Note que formalmente ry,r, € Zg pero ya que las coordenadas de r(0,4,0) y r(0,0,4) estdn
en el ideal maximal de Zg, es suficiente considerar los casos rg,r; € {0,1}. Esto implica que

(p(r1(0,4,0)):r1(p(0,4,0), (P(r2(07074)>:r2¢((07074))7 ’”17’”26{0,1}-
Asimismo, ya que 2%(1,1,1) ®2(1,1,1) = (0,0,0), del Corolario 2.3.6 se obtiene que
@(ro(1,1,1)) = (a0 +2a2)@(1,1,1) + a19(2(1,1,1)),

donde ry = ag +2a; +2%a; esta expresado en su representacién 2-adica. Por su parte, como ry
varia sobre Zg, el elemento ag + 2a, varia sobre todo Z4. En consecuencia,

o(%)={ap(1,1,1)+bo(2(1,1,1)) +c¢(0,4,0) + d¢(0,0,4) : a € Z4,b,c,d € F,}.

Ahora, como ¢(2(1,1,1)), ¢(0,4,0) y ¢(0,0,4) tienen sus coordenadas en el ideal maximal
de Z4, podemos considerar que b,c y d toman valores en Zyg, lo cual implica que ¢ (%) es un
codigo lineal de longitud 6 sobre Z4. A raiz de lo anterior, y a que es suficiente tomar a € Zy
y b,c,d € F, se dice que ¢(%) es un cédigo lineal de tipo 4 - 2°. Explicitamente, @(%) es
generado por los vectores:

o(1,1,1)=111111, ¢(2(1,1,1))=000111, ¢(0,4,0) =020020, ¢(0,0,4)=002002.
Observe que este codigo no es negaciclico pues v(¢(1,1,1)) =311 111 ¢ ¢(%).
Por su parte, la imagen de Gray del c6digo 4 queda descrita como
D(E)={P(Z) : Z=ro(1,1,1)+7r1(0,4,0)+1r2(0,0,4),r9,r1,r2 € Zg}.
Debido al Corolario 2.3.8, si Z € €, entonces

D(Z) = D(ro(1,1,1)) BD(r1(0,4,0)) & P(2(0,0,4))
= d(ro(1,1,1)) B r®(0,4,0) & r,d(0,0,4).

Ademis, como 2%(1,1,1)®2(1,1,1) = (0,0,0) se sigue que
D(ro(1,1,1)) = ap®(1,1,1) &y ®(2(1,1,1)) & o ®(4(1,1, 1)),

donde ry = og + 20 + 2%, estd expresado en su representacién 2-adica. En consecuencia,
® (%) es el conjunto de todas la combinaciones lineales de los siguientes vectores en ]F%z:

@(1,1,1)=000000 111 111, &(2,2,2)=000111000 111, &(4,4,4)=111111111111,
®(0,4,0) =010 010010 010, B(0,0,4) = 001 001 001 001.
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Ya que estos vectores son linealmente independientes, ®(%’) es un [12,5]-c6digo binario. Ade-
mads, como el peso de Hamming de ®(0,4,0) es 4, se sigue que 0y (P(%’)) < 4. De hecho, es
fécil verificar que cualquier F»-combinacion lineal de la base de (%) descrita anteriormente
tiene peso de Hamming mayor o igual a 4 y, por lo tanto, wy (P(%)) = 4. Consecuentemente,
®(¢) es un [12,5,4]-codigo lineal binario. Para finalizar el andlisis del c6digo ®(%’), note que
éste no es ciclico pues 6($(0,0,4)) ¢ (7).

Ahora, la isometria ®; : Zg — 15‘52 estd definida como ®; = £ o ®, donde € es la permutacién
sobre F}? inducida por la permutacién € = (3,6)(4,7)(5,8) (ver el Ejemplo 4.7.5). Consecuen-
temente, @ (%) es también un [12,5,4]-cédigo lineal binario con base

(Eo®)(1,1,1)=000000 111 111, (Eo®)(2,2,2) =000 111000 111,
(Eo®)(4,4,4) =111 111 111 111, (£0®)(0,4,0) = 010010 010 010,
(£0@)(0,0,4) =001 001 001 001.

Ya que esta base es la misma que la del c6digo (%), inferimos que @ (€’) = P(%) y, en parti-
cular, esto quiere decir que @ (%) no es un cddigo ciclico. Sin embargo, de los Teoremas 4.4.1
sabemos que @(%) y ®(¢) = (%) tienen las siguientes propiedades de casi-negaciclicidad
y casi-ciclicidad:

1. (%) es un cédigo casi-ciclico y casi-negaciclico de indice 2, longitud 6 y tipo 4 - 23.

2. ®(¢) esun [12,5,4]-c6digo binario lineal y casi-ciclico de indices 2 y 4.
Vale la pena observar que de acuerdo a la base de datos [18] el cédigo binario (%) es 6ptimo.
Esto es, ®(%) es un c6digo lineal con la méxima distancia minima de Hamming posible entre

todos los [12,5]-cédigos lineales binarios. Asimismo, encontramos que @(%’) es un cdigo que
no estd registrado en [3] y que ®(%) es c6digo que no esta registrado en [58].

Ahora analizaremos los c6digos @ (%5,) y ®(s, ). Recuerde que €5, es el codigo §;-ciclico
lineal sobre Zg definido como

Cs, =P ) ={(z0,21,22) €Z3 : z0+z1x+20x> + (x> = &) € J},

donde J = (1 +3x+x%,4(5+x)) = (1 +7x+x%) C Zg[x]/{x* — &1). Por lo tanto, Z € 5, siy
s6lo si existen rq, |, € Zg tales que

Z = r0(5,7, 1) +n (3,5,7) + 1’2(5,3,5).

Al realizar operaciones elementales renglon a la matriz con entradas en Zg y cuyos renglones
son los vectores (5,7,1), (3,5,7) y (5,3,5), obtenemos que (1,3,1), (0,4,0) y (0,0,4) generan
a ¢s,. De este modo, bajo argumentos similares a los anteriores, es posible demostrar que

0(C5,) ={ae(1,3,1)+b(2(1,3,1)) +c¢(0,4,0) +d ¢(0,0,4) : a € Zg,b,c,d € F»}
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es un cédigo lineal de longitud 6 sobre Zg4 y tipo 4 - 23. Los generadores del c6digo @(Cs,) son:
e(131)=111131, @(222) =020202, @(040)=020020, ¢@(004)= 002 002.

Observe que:

v(111131) =311 113 = 3¢(131) + @(2(131)) + ¢(004),
v(020202) = 202 020 = 2¢(131) + @(2(131)),

v(020 020) = 002 002 = ¢(004),

v(002 002) = 200 200 = 2¢(131) + @(040) + ¢ (004).

Por lo tanto, ¢(%’) es un c6digo negaciclico lineal. En consecuencia, ®(%,) es un cédigo
ciclico binario. No es dificil convencerse de que

D(Z) = op®(131) & oy P(2(131)) & P (4(131)) & (apot; © r1)P(040) & rp, P(004),

donde Z = ro(131) +r1(040) + 5 (004), ro € Zg, 11,72 € Fa y 1o = 0t +20 + 2% 01 estd expre-
sado en su representacion 2-ddica. A partir de esta relacion, es claro que ®(%7, ) es el conjunto
de todas las [F»-combinaciones lineales de

®(131) =000000 111 111, &(262) =010101010 101, P(444)=111111111111,
®(131) =010010010010, &(131) =001 001 001 001.

Dado que estos vectores son linealmente independientes, ®(%5,) es un [12,5]-cédigo ciclico
binario. Ademds, como Wy (%5, ) = ®u (%) = 4, se sigue que O(F5,) es un [12,5,4]-cdigo
ciclico binario, el cual es 6ptimo segtin la base de datos [18].

Finalmente, veamos qué propiedad tiene el c6digo @ (%’). Permutando las coordenadas de
los generadores de ®(%), obtenemos los generadores del codigo ®;(%). Esto resulta en lo
siguiente:

(Eo®)(131) =000 111000 111, (E0®)(262) = 010010 101 101,
(Eo®)(444) =111 111 111 111, (Eo®)(131) =010 010 010 010,
(Eo®)(131) =001 001 001 001.

Ya que 6((€0®)(131)) ¢ (%), el cédigo @ (%) no es ciclico.

Es importante resaltar que la propiedad de negaciclicidad no apareci6 en el codigo ¢(%),
pero que si es parte del c6digo ¢(%’s, ). Como consecuencia de este hecho, el cédigo P(%, ) es
ciclico. Esto muestra que, desde el punto de vista de las propiedades de casi-negaciclicidad y
casi-ciclicidad, las imdgenes bajo @ y @ de los cédigos (1 +281)-ciclicos y (1 + 281 4-2)-
ciclicos pueden ser objetos interesantes de estudio.
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Generadores Cardinalidad (%) ciclico Generadores Cardinalidad ®(%) ciclico

(2) 26 v (22b,) 2 v
(22) 23 v (b1,2by) 28 v
(by) 26 — (b1,2°by) 27 v
(2by) 24 v (by,2b1) 27 v
(2%by) 22 v (by,2°by) 2 v
(by) 23 — (2b1,2%by) 23 v
(2by) 22 v (2by,2%b1) 24 v

K®=3=biby, bi=x+5 by=x+3x+1
v': ®(¢) es un cédigo binario ciclico
— cI)(

%) no es cddigo binario ciclico

Cuadro 6.1: Cddigos 3-ciclicos lineales de longitud 3 sobre Zg cuya imagen de Gray es ciclica.

Después de haber presentado a los cédigos €y €7, es natural preguntarse qué sucede
con los otros cédigos 3-ciclicos lineales de longitud 3 sobre Zg. Con la ayuda del programa
computacional MAGMA® Vv2.15-13 (Student Version), construimos el Cuadro 6.1, el cual
contiene una lista de de todos los cddigos 3-ciclicos lineales (no triviales) de longitud 3 sobre
Zg. Hemos sefialado con v* aquellos cddigos 3-ciclicos cuya imagen de Gray es un cédigo
ciclico binario (compare esto con el Cuadro 4.1). Observe que 2 de los 14 codigos 3-ciclicos
lineales de longitud 3 sobre Zg no satisfacen lo que observamos en este ejemplo. De este modo,
si € es un codigo 3-ciclico, entonces no necesariamente @ (%) es un codigo ciclico. Asi, la
propiedad de negaciclicidad no puede caracterizar a esta familia de cédigos. Entonces cabe la
pregunta, ;qué propiedades debe satisfacer un c6digo 3-ciclico € sobre Zg para que @ (%) sea
un codigo negaciclico y como consecuencia, su imagen de Gray sea un codigo ciclico?

En las siguientes secciones analizaremos algunas propiedades de casi-negaciclicidad y casi-
ciclicidad de las imadgenes bajo ¢ y ® de codigos 3-ciclicos y 7-ciclicos. En particular, daremos
respuesta a la pregunta antes planteada.

6.3. Imagenes de cédigos 3-ciclicos sobre Zg

En esta seccion analizaremos algunas propiedades de casi-negaciclicidad y casi-ciclicidad
de la imagen bajo ¢ de los cddigos 3-ciclicos sobre Zg. Esto corresponde a los casos k =2y
01 = 3 que no fueron considerados en los principales resultados del capitulo 5, lo cual se debi6
principalmente a que parte del Lema 5.2.7 es vélido unicamente para k > 3.
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Introduciremos dos caracterizaciones de la imagen bajo ¢ de un cédigo 3-ciclico. La pri-
mera es similar a la de los c6digos 0,-ciclicos sobre Zi+1, con k > 3, enunciada en el Teorema
5.3.3. La segunda establece que la imagen bajo ¢ de un codigo 3-ciclico es un codigo nega-
ciclico sobre Z4, médulo una traslacion de un vector d definido de manera similar al vector ¢
que apareci6 en los resultados del Capitulo 5. Esta segunda caracterizacion nos permitird dar
propiedades de ciclicidad de la imagen de Gray de un cédigo 3-ciclico sobre Zg.

6.3.1. Imagenes sobre Z,4: primera caracterizacion

En lo sucesivo introduciremos una primera caracterizaciéon de la imagen bajo ¢ de los c6-
digos 3-cilicos sobre Zg. Siendo k = 2 una hipétesis general, varios definiciones y resultados
expuestos en capitulos previos, adquieren una forma particular. A continuacién, mencionaremos
algunos de particular interés.

La representacioén 2-ddica de Z € Z¢ queda expresada como Z = ro(Z) +2r1(Z) + 2°r2(2),

ri(Z) € {0,1}", y los vectores c§ ' = c} y ¢k~ 1 = cl son, respectivamente, u = (0,1) y v= (1, 1)

(Subseccién 2.1.1). Consecuentemente, la isometria ¢ queda definida de la siguiente manera:
P(Z) =v@ro(Z)+2[uer(Z)dven(Z)],

(Subseccién 2.2.2 y Ejemplo 2.2.8). Asimismo, la permutaciéon 7 introducida en la relacién
(5.3) como

n=(0,)(n,n+0)2n,2n+1)--- (22 D, 22 Yn+1),  n>1,1=2,

queda dada por @ = (0,n). A razén de este hecho, el Lema 5.2.7 no es vélido para k = 2. Si
k = 2, entonces tenemos el siguiente resultado.

Lema 6.3.1. Sean > 1 un entero, b= (0,...,0,z) € Z} y  la permutacién sobre Zﬁ” inducida
por la permutacion © = (0,n). Entonces

vE2(Bveb+2u@b)=7(ve o)) (vab).

Demostracion. En virtud del Lema 5.2.7,
vE2(3veb+2u@b) = (6@ Vv)(veb) = (z,0,...,0,—z,0,...,0).

Por otra parte, (v®0)(v®b) = (z,0,...,0,—z,0,...,0). Asi, basta intercambiar las coordena-
das z y —z en el vector anterior para obtener v*? (3v®b+2u®b). Dado que esta es precisa-
mente la accién de la permutacién 7, el resultado se sigue. 0

El Lema 6.3.1, aunado a los Lemas 5.2.5, 5.2.6, 5.2.8 y 5.2.9, dan lugar al siguiente resulta-
do, cuya demostracion es similar a la del Teorema 5.2.10; raz6n por la cual la omitimos.
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Teorema 6.3.2. Continuando con la notacion anterior, para todo Z = (2o, . .. ,2n—1) € Zg,
(pov3)(2) =T(ve o) (¢(2) + ¢(2°bz ®2by))
=T(v®0)(9(2) +x(veo) (9(2°bz2byz))
= T(ve0) (9(2)) + (v@ o) (p(2'z02by))
dondebz = (0,...,0,z,_1) € Z{.
Una aplicaciéon del Teorema anterior permite obtener una primera caracterizacion de los

codigos 3-ciclicos sobre Zsg.

Teorema 6.3.3. Sean n > 1 un entero y T la permutacion sobre Zi” inducida por la permutacion
7t = (0,n). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) € C Zg es un codigo 3-ciclico (no necesariamente lineal);
(2) (%) C ZZ” es un codigo (no necesariamente lineal) tal que
t(veo)(c)+ce o(F), Vee ()

donde c = (1,1)®(2,0,...,0) si y sélo sit € {(1,3),(3,1)}, y t es el vector obtenido al
concatenar en orden las coordenadas de ¢ con subindice en el conjunto {n —1,2n—1}.
En caso contrario, ¢ = (0)o, € Z3".

Demostracion. Sea Z = (z2o,...,2n—1) € Zg y ¢ = ¢(Z). Entonces t = ¢(z,—1) y, por lo tanto,
el resultado se sigue del Teorema 6.3.2. [

Ejemplo 6.3.4. Considere el codigo ¢ C Zg cuyos elementos son:

1726 2172 2635 3562
5621 6217 6356 7263

Este codigo consiste de todos los corrimientos 3-ciclicos del vector 7263 y, por lo tanto, & es
un cddigo 3-ciclico. Consecuentemente, (%) satisface la propiedad enunciada en el punto (2)
del Teorema 6.3.3. Veamos que efectivamente asi es. Preservando el orden en el que aparecen
listados los elementos de %, calculamos que (%) consta de los siguientes vectores en Zi:

13021120 01302112 02132033 13203302
32013021 20130211 21320330 3021 1203

A cada elemento de ¢ (%) le aplicamos el Z4-automorfismo v ® o, obteniendo lo siguiente:

21300112 00132211 10213203 01322330
3320 1302 1201 1021 22130033 33023120
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Abhora, aplicamos la permutacén 7T sobre Zi inducida por la permutacién & = (0,4):

01302112 20130211 3021 1203 21320330
13203302 1201 1021 02132033 33023120

Por otra parte, para cada ¢ € (%), los correspondientes vectores ¢ son:

20 02 33 02
11 31 20 13

En consecuencia, los vectores ¢ son:

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 2000 2000 0000 0000 2000 2000

De este modo, al sumar los vectores (Vv ® &)(c) y ¢, obtenemos

01302112 20130211 30211203 21320330
13203302 32013021 02132033 13021120

Es claro que esta nueva coleccion de vectores coincide con los elementos del cédigo ¢ (%) y, por
lo tanto, hemos comprobado que efectivamente ¢ (%) satisface la propiedad (2) del Teorema
6.3.3. Con esto finalizamos el ejemplo.

Observe que en el Teorema 6.3.3 usamos el automorfismo v ® ¢ seguido de la permutacién
7 para dar una caracterizacion de los cédigos d;-ciclicos (3-ciclicos) sobre Zg; mientras que
para establecer una caracterizacion de los codigos 6;-ciclicos sobre Zni+1, con k > 3, se usé el
automorfismo (o ® v)zk_2 seguido de la permutacién 7. Note que las aplicaciones 0 y Vv estdn
en un orden invertido. Sin embargo, el automorfismo v ® ¢ apareci6 en el Teorema 5.3.3, en el
cual se establecié una caracterizacion de los cédigos &,-ciclicos sobre Zy1 con k > 3. Estos
hechos nos han inducido a considerar por separado los resultados para k > 3y k = 2.

Algunos casos particulares del Teorema 6.3.3 son de particular interés.

Primero, si ¢ es un cédigo tal que € C (2Zg)", entonces los elementos de ¢ (%) tienen
todas sus coordenadas en el ideal maximal de Z,4 y, por lo tanto, para todo ¢ € (%), se tiene
que ¢ = (0),, € Z4. Como consecuencia de este hecho, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 6.3.5. Sea € C (2Zg)" un cddigo. Entonces € es un codigo 3-ciclico si'y sélo si
Z(v¥2)(9(%)) = T(6“%)(9(€)) = 9(%).

Por otro lado, similarmente a la Proposicion 5.2.20 tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 6.3.6. Sea € C Zg es un cddigo tal que 2*bz € €'y ¢(€) es lineal. Entonces €
es 3-ciclico si'y solo si T(v® 6)(c) € 9(€) para todo ¢ € ¢(F).

Si la condicién de linealidad es afiadida al cédigo €', entonces es posible suprimir en la
proposicion anterior la condicién de linealidad en el cédigo ¢(%).

Proposicion 6.3.7. Sea € C Zg es un cédigo lineal tal que 2°by € €. Entonces € es 3-ciclico
siy sélo si T(v®0)(c) € 9(€) para todo ¢ € ¢(F).

El Teorema 6.3.3 establece una caracterizacion de los cdigos 3-ciclicos en términos de sus
imagenes con respecto a la isometria ¢. Sin embargo, la propiedad que satisfacen esas imdgenes
no es la mds adecuada para introducir una caracterizacioén de los cédigos 3-ciclicos sobre Zg en
términos de sus imagenes de Gray. El propdsito de la siguiente subseccion es analizar una nueva
caracterizacion de los cédigos 3-ciclicos con respecto a sus imagenes bajo ¢, y a raiz de este
hecho, naturalmente derivaremos propiedades de ciclicidad de la imagen de Gray de los c6digos
3-ciclicos sobre Zg. Mds atn, veremos que tales propiedades serdn suficientes para caracterizar
a tales codigos.

6.3.2. Segunda caracterizacién e imagenes de Gray

En esta subseccion analizaremos una segunda caracterizacion de los codigos 3-ciclicos sobre
Zg con respecto a su imagen bajo ¢. Como consecuencia de este resultado, estableceremos
propiedades de ciclicidad de la imagen de Gray de esta familia de c6digos.

Como motivacion e introduccién, retomemos el cédigo € del ejemplo 6.3.4. Recordemos

que la imagen bajo ¢ de este codigo es:

13021120 01302112 02132033 13203302
32013021 20130211 21320330 3021 1203

Ahora, en lugar de calcular el vector (Vv ® 0)(c) 4 ¢ para cada elemento ¢ € ¢(%), calculemos
el corrimiento negaciclico v(c) de cada elemento ¢ € @(%):

01302112 20130211 10213203 21320330
33201302 32013021 02132033 13021120

También, en lugar de considerar los vectores ¢ del Teorema 6.3.3, consideremos ahora los si-
guientes vectores d:

0000 0000 0000 0000 20002000 0000 0000
2000 2000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
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Sumando éstos a los vectores v(c¢) obtenemos:

01302112 20130211 3021 1203 21320330
13203302 32013021 02132033 13021120

Note que en conjunto, estos ltimos forman el cédigo ¢ (%’). En consecuencia, tenemos que

~

v(c)+de @(F) Veeop(?).

La propiedad anterior no es particular del cédigo 4" dado en el ejemplo 6.3.4. Con el fin de dar
una prueba general a esta observacion, recordemos los siguientes hechos. En virtud del Teorema
2.3.5, paratodo X,Y,Z € Zg,

O(Z+2Y +2°X) = @(Z) + 0(2Y) + 0(2°X) + ¢(2’Y ©22)
= @(2)+02Y)+20(X) + ¢(2%Y ©2Z), 6.1)

donde “®” ha sido definida en el capitulo 2 como
XOY = Vo(X) *FI(X) —|—2V1(X) *FI(Y) +22r2(X) *rl(Y), VX.,Y € Z’g,

y “x” denota la multiplicacion coordenada por coordenada. Si tomamos X =Y = Z en larelacion
(6.1), entonces

0(712) = Q(Z+2Z+2%Z) = 9(2) + 9(2Z) +20(Z) + (2’2 © 2Z).

Similarmente, si X = (0), y Y = Z, entonces
0(3Z) = 9(Z+22Z) = ¢(Z2) + 9(22) + 9(2°Z ©2Z).

Observe que 2°Z ©2Z = 2%r¢(Z) * r1(Z). De este modo, en general el término ¢(2°Z © 2Z)
no se anula a menos que ro(Z) *r1(Z) = (0),. En particular, si b = (0,...,0,z,-1) € Z{, en-
tonces rg(bz) * 1 (bz) = (0), si y sélo si 22z, | ®2z,_1 = 0, 0 equivalentemente, si y s6lo si
r0(zn—1)r1(zn—1) = 0, lo cual ocurre si y sélo si ro(z,—1) =0 0 r1(z,—1) = 0. Es fécil verificar
que los elementos en Zg que satisfacen estas propiedades son 0,2,4,6,1,5. Consecuentemente,
®(2°bz ©2bz) =v®(0,...,0,2) € Z7" siy s6lo si z,—1 = 3,7.
Teorema 6.3.8. Sea n > 1 un enteroy Z = (2o, . ..,2n—2,2n—1) € Zg. Entonces

(9o v3)(Z) = v(9(2)) + v(9(2°bz +2°bz ©2bz)),

donde bz = (0,...,0,z,1) € Zj.
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Demostracion. SeaZ =a+bz,cona=(z,...,2,-2,0)ybz=Z—a=(0,...,0,z,_1), tenien-
do en cuenta que si n = 1, entonces a = 0. En virtud del Teorema 3.3.3,

(90v3)(Z) = (V2o @on)(a-+bz) = (V20 @)(a+Tby),
donde 1n7(Z) = (z0,---,2n-2,72s—1). Ademds, por el Lema 3.3.1,
(V2o p)(a+7bz) = v¥*(p(a) + @(7bz)) = v¥*(9(a)) + V2 ((Tbz)).
Del Lema 5.2.5 deducimos que v¥?(¢(a)) = v(¢(a)). Por otro lado,

v (9(7bz)) = v¥*(~9(bz) + ¢(2bz)) + v**(9(2°bz @ 29(b7))).
Como ¢(2%bz®2bz) = (1,1)®(0,...,0,2%r(z,—1)71(z4—1)), se tiene que
v (9(2%bz®2bz)) = v(9(2°bz ©2b7)).
De este modo, la parte interesante de la prueba reside en el término
v (~p(bz) + ¢(2bz)).
Aplicando la definicion de ¢ a la representacion 2-adica de bz es facil demostrar que
@(2bz) — @(bz) = Bv@ro(bz) +2u®ro(bz))
+ uri(bz)+2vri(bz))+2v&r(bz).
Por lo tanto,
vE2(@(2bz) — (bz)) = v (3v@ ro(bz) +2u @ ro (b))
+v®2Qu®r(bz) +2v@ ri(bz)) + v (2v @ ra(by)).

Debido a la naturaleza de los vectores u = (0,1),v=(1,1) y bz = (0,...,0,2,—1),

v®2(3v®ro(bz) +2u®ro(bz)) =v(3v®r(bz)),
v®2(2u®r1 (bz) +2v®@ri(bz)) =v(u®ri(bz)),
V2 (2v @1y (bz)) = v(2v@r2(bz)).

Note que 2v® ro(bz) = @(2°bz). Asi,

v (p(2bz) — @(bz)) = v(9(bz)) +v(9(2°bz)).

Consecuentemente,

vE2((Thz))

v(@(bz)) +v(@(2°b2)) + v(9(2°bz © 2bz))
v(9(bz)) + v(9(2°bz +2%bz ©2by)).
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Por lo tanto, al sustituir las expresiones anteriores, obtenemos

(p(a))+v(p(bz)) + v(9(2°bz +2°bz ®2by))
(@(2)) + v(9(2°bz +2%bz ®2by)),

tal como queriamos demostrar. [

Una aplicacién inmediata del Teorema 6.3.8 nos permite dar una segunda caracterizacion
de los coédigos 3-ciclicos sobre Zg a través de su imagen con respecto a la isometria ¢.

Teorema 6.3.9. Sea n > 1 un entero. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) € C Zg es un codigo 3-ciclico (no necesariamente lineal);

(2) (%) C Zi” es un codigo (no necesariamente lineal) tal que
v(e)+deo(€), Yceo(?)

donde d = (1,1)® (2,0,...,0) siy sélo sit € {(3,3),(1,1)}, y t es el vector obtenido al
concatenar en orden las coordenadas de ¢ con subindice en el conjunto {n —1,2n—1}.
En caso contrario, d = (0), € Z3".

Demostracion. Sea bz = (0,...,0,z,—1) € Zg. Entonces 22b, = 22r0(bz) y 22b, ®2by =
22rg(bz) xr1(bz). Asi,

22by +2%b; ®2by = 2%(ro(bz) + ro(bz) x 1 (bz)).

A partir de aqui, es ficil verficar que 22bz +2%bz; ®2bz = (0),_1 siy s6lo si z,_1 € {1,5}. Si
Zn—1 € {1,5}, entonces

©(2°bz+2’b; ®2by) = (1,1)®(0,...,0,2) € Z3"
y, por lo tanto,
v(9(2°bz +2%*b,®2by)) = (1,1)®(2,0,...,0).

Por otra parte, si Z = (z0,...,2n—2,2n—1) € Z%, note que la imagen bajo ¢ de la coordenada z,
del vector Z puede recuperarse al concatenar en orden las coordenada de ¢(Z) con subindice en
el conjunto {n—1,2n—1}. Yaque ¢(1) = (1,1) y @(5) = (3,3), entonces

d=v(9(2*b;+2%b;®2by)) = (1,1)®(2,0,...,0)

siysélosit e {(1,1),(3,3)}, donde 7 es el vector obtenido al concatenar en orden las coorde-
nadas de @(Z) con subindice en {n — 1,2n — 1}. De este modo, el resultado se sigue de aplicar
el Teorema 6.3.8 y de las observaciones realizadas en esta demostracion. [
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En los Capitulos 2 y 3 analizamos varias relaciones que satisfacen las isometrias ¢, ® de
Gray y la isometria ¢ : Z)' — I %’" clasica de Gray. En particular, en el Lema 2.3.4 se demostr6
que

OY+22)=09(Y)Dd(22), Y. Z cZy

Otra propiedad importante de la isometria clasica de Gray fue establecida en la Proposicion
3.4.3:
pov=009,

donde o y Vv son, respectivamente, el corrimiento ciclico y negaciclico sobre F %’" y Zy'. Fi-
nalmente, debemos recordar que las isometrias @, ¢ y & estdn relacionadas por medio de la
identidad ® = ¢ o .

El siguiente resultado caracteriza a los cddigos 3-ciclicos sobre Zg en términos de sus imé-
genes de Gray, por lo que es una aportacién mas de este trabajo.

Teorema 6.3.10. Sea n > 1 un entero y ¢ C Zg un cédigo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) € C Zg es un codigo 3-ciclico (no necesariamente lineal);
(2) (%) C F‘z‘” es un codigo (no necesariamente lineal) tal que
o(c)+d € D(E), VcedE)

dondec?l =(1,1,1,1)®(1,0,...,0) siysélo sit € {(0,0,1,1),(1,1,0,0)}, yt es el vector
obtenido al concatenar en orden las coordenadas de c¢ con subindice en {n—1,2n —
1,3n— 1,4n— 1}. En caso contrario, d; = (0)s, € F3".

Demostracion. Supongamos que ¢ es un codigo 3-ciclico y sea e € ®(%’). Como ®(%) =
O(p(%)), existe c € (%) tal que e = ¢(c). Aplicando el corrimiento ciclico a e, obtenemos

o(e) =0(¢(c)) =9¢(v(c))-

Sea d como en el Teorema 6.3.9, entonces de (224)2" y, por lo tanto, d+d= (0)2- Asi,

o(e) =¢(v(c)+d+d) = ¢(v(c)+d) B (d),
o equivalentemente,

a(e)&9(d) = 9(v(c)+d+d) = $(v(c) +d).
Por el Teorema 6.3.9, v(c) tde @(¢’) y, por lo tanto, ¢(v(c) —l—dA) €EP(¥)=0¢(p(%¥)). Por
otra parte, si d = (0)a, € Z3", entonces ¢(d) = (0)4, € F3". En caso contrario,

q)(dA) =¢((1,1)®(2,0,...,0)) = (1,1)®(1,1)®(1,0,...,0)
=(1,1,1,1)®(1,0,...,0) e F3".
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Esto sucede si y s6lo si el vector ' = ¢(z,—1) € {(1,1),(3,3)}, donde ¢ = ¢(z,...,24—1). De
1

1
este modo, por la inyectividad de ¢, ¢(d) = (1,1,1,1)®(1,0,...,0) si y s6lo si

I = (P(t/) = q)<zn—l) € {‘P(l? 1)a¢(3a3>} = {(0707 1, 1)7(15 17070)}'

Para finalizar esta parte de la demostracion, basta observar que ®(z,—) puede recuperarse al
concatenar en orden las coordenadas de ¢ = ¢(c) = P(zo,...,z,—1) con subindice en {0,n —
1,2n—1,3n—1}.

Reciprocamente, supongamos que la afirmacién (2) del Teorema 6.3.10 es cierta, y demostre-
mos que % es un cédigo 3-ciclico. Sea Z € €. Entonces ¢ = ¢(Z) € (%) y ¢§(c) € ®(F).
Consecuentemente,

(9(c) +d € D(%).

Observe que 6(¢(c)) = ¢(v(c)). También, d; = ¢(d), donde d es definido como en el Teorema
6.3.9. Consecuentemente,

o(¢(c)) +di = 9(v(c)) +9(d) = p(v(c) +d) € D(¥),

donde la dltima igualdad se debe a que de (2Z.4)?". A raiz de la inyectividad de la isometria

clasica de Gray, lo anterior implica que v(c) + de © (%), lo que por el Teorema 6.3.9 significa
que € es 3-ciclico. O

Ejemplo 6.3.11. Consideremos nuevamente el cédigo ¢ C Zg cuyos elementos son:

1726 2172 2635 3562
5621 6217 6356 7263

Como se ha sefialado en el ejemplo 6.3.4, este codigo es 3-ciclico. Verifiquemos entonces que
® (%) satisface la afirmacion (2) del Teorema 6.3.10. Preservando el orden en que se han listado
los elementos de €, ®(%') es el siguiente codigo:

0101 00101001 1110 0010 1001 01001111 0101 101101101000 01101101 1010 0001
1100 10100101 0011 1001 0100 10100111 101101101101 0000 10100101 0011 1100

Ahora aplicamos el corrimiento ciclico a cada uno de estos vectores, obteniendo:

0010 1001 0100 1111 1001 0100 10100111 0010 1101 10110100 101101101101 0000
11100101 0010 1001 1100 101001010011 0101 1011 0110 1000 0101 0010 1001 1110

Los correspondientes vectores ¢ de los elementos e € ®(%’) son:

1010 0101 1100 0101
0011 1001 1010 0110
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En consecuencia, los vectores d; son:

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 1000 1000 1000 1000 0000 0000 0000 0000
1000 1000 1000 1000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

Sumando éstos con los corrimientos ciclicos de los elementos de ®(%’), obtenemos:

00101001 0100 1111 1001 0100 10100111 10100101 0011 1100 10110110 1101 0000
01101101 10100001 110010100101 0011 0101 1011 0110 1000 0101 0010 1001 1110

Observemos que hemos obtenido de nuevo la imagen de Gray de € con sus vectores dispuestos
en otro orden. De este modo, hemos probado que ®(%’) satisface la propiedad (2) establecida
en el Teorema 6.3.10.

Algunos casos particulares de los resultados enunciados en esta seccién son mencionados a
continuacion.

Primero supongamos que ¢ C (2Zg)". Entonces ¢(%) C (2Z4)" y, por lo tanto, el vector
d del Teorema 6.3.9 es igual al vector cero para todo ¢ € ¢(%). Como consecuencia de esta
observacion, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 6.3.12. Sea ¢ C Zg un codigo. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(1) € es un cédigo 3-ciclico (no necesariamente lineal),
(2) ©(€) C (2Z3") es un cédigo ciclico y negaciclico a la vez,

(3) ®(€) es un cddigo binario ciclico de longitud 4n. Asimismo, ®(€) es un cddigo casi-
ciclico de indice 2 y longitud 4n sobre T¥».

Similarmente a la Proposicién 6.3.7 tenemos lo siguiente.

Proposicion 6.3.13. Supongamos que € es un cédigo tal que 2°by € € y @(€) es lineal.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) € es un codigo 3-ciclico (no necesariamente lineal),
(2) @(€) es un cédigo negaciclico de longitud 2n sobre 74,

(3) D(€) es un cddigo ciclico de longitud 4n sobre F.
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Finalmente, supongamos que ¢ es un cédigo lineal sobre Zg tal que 2°b; € € para todo
Z € €. Entonces 2*bz ® 2bz € €'y, por lo tanto, Z 4+ 22bz +2?b; ®2b; € € paratodo Z € .
En consecuencia,

O(Z+2°bz +2%b;O2bz) = 0(Z)+ 0(2*bz+2°b;®2by) € (¥), VZEF.
Si, suponemos ademds que % es 3-ciclico, por el Teorema 6.3.9 tenemos que
V(Q(Z)) +v(9(22bz+2%bz ©2bz)) +¢ € 9(F),
donde ¢ = ¢(Z). Como ¢ = v(¢(2°bz +22bz ®2by)),

v(9(2)) € 9(€).

Por lo tanto, lo anterior demuestra que si € es un cédigo lineal tal que es 3-ciclico y 2%bz € €
para todo Z € Z, entonces ¢ (%) es un cédigo negaciclico.

Reciprocamente, supongamos que % es un cédigo lineal tal que 2°bz € € para todo Z € Z'y
© (%) es un cddigo negaciclico. Entonces deseamos establecer que 4 es un codigo 3-ciclico.
Sea Z € €'y probemos que v3(Z) € . Por el Teorema 6.3.8,

9(v3(2)) = v(9(2)) +v(9(2°bz +2°bz O 2b2)) € 9(7),
o equivalentemente,
¢(v3(2)) + v(9(2%bz+2%b7 ©2bz)) = 9(Z) € 9(%).
Ya que 2?bz +2%bz ©2bz € (4Z3)" y este vector pertence a %, entonces
v(9(2%bz42%b; ®2by)) = @(v3(2%bz 4+ 2%b; ©2by)) € @(F).

Asi,

O(v3(Z) +v3(2*bz 4+ 2°b; ®2by)) € @(%).
Debido a la inyectividad de @, v3(22bz +22bz ®2bz) € €'y v3(Z) + v3(2°bz +2?bz ®2bz) €
% . Finalmente, como % es lineal, v3(Z) € ¢, tal como queriamos demostrar.

Mediante argumentos similares podemos demostrar que un cédigo % lineal sobre Zg tal que
2?by es 3-ciclico si y s6lo si ®(%) es un cédigo ciclico binario de longitud 4n. De este modo,
los argumentos previos constituyen una demostracion del siguiente resultado.

Proposicién 6.3.14. Sea € un cédigo lineal de longitud n sobre Zg tal que 2°by € € para todo
Z € €. Las siguientes son equivalentes.

(1) € es un codigo 3-ciclico,
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(2) @(€) es un cédigo negaciclico de longitud 2n sobre Z4,

(3) ®(¥) es un cddigo ciclico de longitud 4n sobre ;.

La Proposicion anterior da una explicacion satisfactoria a lo que se observé en el ejemplo
particular de la Seccién 6.2. Asimismo, retomando la informacién del Cuadro 6.1, recordemos
que hemos marcado con el simbolo v'aquellos cédigos 3-ciclicos de longitud 3 sobre Zg cuya
imagen de Gray es un cédigo ciclico binario. No es dificil verificar que en todos esos codigos
2°bz € €'y, por lo tanto, estos cédigos 3-ciclicos satisfacen son tales que @(%) es un cédigo
negaciclico.

Con el fin de ilustrar los resultados anteriores con codigos de otras longitudes, en el Apéndi-
ce A se han construido tablas de codigos ciclicos lineales de longitudes 3,5 y 7 sobre Zg. Se han
sendlado con el simbolo v aquellos c6digos ciclicos que son a su vez cédigos 5-ciclicos sobre
7Zs. Estos c6digos contienen al vector 2%b para todo vector Z en el c6digo (ver la demostracién
de la Proposicion 4.5.6).

6.4. Imagenes de codigos negaciclicos

A continuacién examinaremos algunas propiedades de los cédigos 8,-ciclicos sobre Zy 1,
donde k = 2. Con esta consideracién en mente, los cédigos 0,-ciclicos son precisamente los
codigos 7-ciclicos sobre Zg. Ya que en Zg, 7 = —1, llamaremos a los cédigos 7-ciclicos sobre
Zg codigos negaciclicos, 1o que es consistente con la terminologia introducida en [7,54,55] para
describir aquellos c6digos sobre un campo ([7]) o el anillo Z4 ([54,55]) que son invariantes bajo
el corrimiento negaciclico, mismo que se definié como

V(Z07 cee aZn—ZaZn—l> = (_Zn—bZOa ce 7Zn—2)~

De hecho, para continuar siendo congruentes con la notacién, denotaremos al corrimiento 7-
ciclico v; sobre Zg como v, puesto que V7(Z) = v(Z) para todo Z € Zg. De este modo, a lo
largo de esta seccidn y de las siguientes, v denota al corrimiento negaciclico sobre Z, o bien al
corrimiento negaciclico Zj. Sera claro a partir del contexto el dominio de la funcién v.

Por otro parte, vale la pena sefialar que de forma natural introduciremos tres caracterizacio-
nes de dichos codigos. La primera es andloga a la descripcion de los cddigos 3-ciclicos dada
en el Teorema 6.3.3. La segunda, es similar a la de los cédigos 9;-ciclicos sobre Z,ii1, con
k > 3; y la tercera se ve relacionada con cédigos negaciclicos sobre Zy; siendo esta tltima una
aportacion mas de este trabajo. Como consecuencia de la tercera caracterizacon, obtendremos
propiedades de ciclicidad de la imagen de Gray de los cédigos negaciclicos sobre Zsg.
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6.4.1. Imagenes sobre Z4

En este apartado introduciremos tres caracterizaciones de la imagen de c6digos negaciclicos
sobre Zg, con respecto a sus imdgenes bajo la isometria ¢. Esencialmente estas caracterizacio-
nes se derivan del andlisis de la siguiente relacion (Teorema 3.3.3)

(pov)(Z) = (v¥?opon:)(Z),

donde 73 es el automorfismo sobre Zg que multiplica por 3 la tltima coordenada de Z. Sea
Z=a+by,cona=(z,...,202,0)ybz=Z—a=(0,...,0,z,_1). Entonces

(pov)(2) = (v??ogom)(a+tbz) = (v*?op)(a+3bz) = v2(p(a)) +Vv*(p(3bz)).
Del Lema 5.2.5 deducimos que
v (p(a) = v(p(a)) = (V@ 0)(9(2)) = T(c V) (9(2)),
donde 7 es la permutacién sobre Zi" inducida por la permutaciéon & = (0, 7). Por otro lado,
v (9(3bz)) = v (@(bz) + @ (2bz)) + v (9(2°bz @29 (b2))).
Como ¢(2%bz®2bz) = (1,1)®(0,...,0,2%r0(z,—1)71(z4—1)), se tiene que

v (9(2°bz ©2bz)) = v(9(2°bz ©2by))
= (v©0)(p(2°bz ®2bz))
=T(0@V)(9(F)).
De este modo, tal como ocurri6 en la seccion 6.3, la parte interesante del andlisis reside en el
término

vE2(p(bz) + ¢ (2by2)).

A partir de la definicién de ¢ se sigue que

@(bz) +¢(2bz)) = (v@ro(bz) +2u®ro(bz))
+ uri(bz)+2vri(bz))+2vary(bz).

Por lo tanto,

vE2(@(bz) + @(2bz)) = v (v@ ro(bz) + 2u @ ro(bz))
+v2Quari(bz) +2v@r1(bz)) + v (2v @ ra(bz)). (6.2)
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Debido a la naturaleza de los vectores involucrados en las expresiones anteriores, tenemos lo
siguiente
v(v@ro(bz)),
V®2(3V® ro(bz) +2u® ro(bz)) = { (V ® G) (v® ro(bz)),
(o ®@Vv)(v@ro(bz)),

V(2u® r (bz)),
v®2(2u®r1 (bz)+2v®ri(bz)) =4 (v o) 2uxri(bz)),
T(oc®Vv)2uxri(bz)),

v(2v®ra(bz)),
v r@n(bz) =4 (Vo 0)(2va (b)),
F(c@V)(2v@r(byz)).

Note que 2v® ro(bz) = @(2?bz). Asi, la tltima terna puede ser expresada como

v(p(2%bz)),
v (2@ ra(bz)) = (V@ o) (9(2%b2)),
(o ®V)(@(2%bz)).

Consecuentemente, al sustituir en la relacion (6.2) obtenemos las siguientes expresiones:

v(e(bz)),
v (p(bz) +¢(2bz)) = { (v ) (@ (bz)),
(o @Vv)(@(bz)).

Por lo tanto,

v(@(bz)) 4+ v(9(2°bz ©2byz)),
v (9(3bz)) = { (v@0)(9(bz)) + (V© 0)(¢(2%bz ©2bz)),
(0@ V)(@(bz)) +T(v®0)(@(2%bz ©2byz)).

De este modo,

v(p(a)) +v(p(bz)) +v(@(2°bz®2bz)),
(pov)(2) = { (v@o)(9(a)) + (v o)(e(bz)) +(ve o) (9(2°bz ©2bz)),
n(v@o)(p(a)) +7(c @ v)(p(bz)) + (v ® o) (9(2°bz ©2bz)).

Finalmente, por el Lema 3.3.1,
v(9(2))+Vv(9(2°bz®2bz)),
(pov)(Z) = (veo)(9(Z) +(v®0)(9(2°hz®2bz)),
(v o) (9(2)+7(veo)(p(22by &2by)).
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Es a partir de estas relaciones que derivamos las tres caracterizaciones de los codigos negacicli-
cos sobre Zg.

Teorema 6.4.1. Sea n > 1 un entero, T la permutacion sobre Zﬁ” inducida por la permutacion

w=1(0,4), y € un cddigo de longitud n sobre 3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) € es un codigo negaciclico sobre Zg,

(2) v(c)+ce€ @(¥), para todo c € ¢(F),

(3) (v®o)(c)+ce @(€), para todo c € ¢(E),
(4) T(veo)(c)+c € @(€), paratodo c € (€),

donde ¢ = (1,1) ® (2,0,...,0) si y sélo sit € {(1,3),(3,1)}, y t es el vector obtenido al con-
catenar en orden las coordenadas de c con subindice en el conjunto {n —1,2n— 1}. De otro
modo, ¢ = (0)2, € Z3".

Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Dado que % es un c6digo negaciclico,

o(€)=o(v(¥))={0(v(Z2))|Zc ¥}
= {v(9(2))+Vv(9(2%bz ®2by)) | @(Z) € (F)}.

Sea ¢ = ¢(Z). Entonces al concatenar en orden las coordenadas de ¢ con subindice en el conjun-
to {n—1,2n— 1} obtenemos el vector ¢(z,_1), donde Z = (zp, . ..,2,—1). Ahora, en la Seccién
6.3.2, demostramos que ¢(2*bz ®2bz) =v® (0,...,0,2) € Z3" siy sélo si z,-1 = 3,7. Da-
do que ¢ es una funcién inyectiva, @(2”bz ®2bz) = v® (0,...,0,2) si y sélo si @(z,_1) €
{0(3),0(7)} ={(1,3),(3,1)}. De otro modo, ¢(2?bz ® 2bz) = (0),,. Por lo tanto,

¢(¢) ={v(c)+clceo(?)},

donde ¢ = (1,1)®(2,0,...,0) siy sélosiz € {(1,3),(3,1)}, y t es el vector obtenido al conca-
tenar en orden las coordenadas de ¢ con subindice en el conjunto {n — 1,2n— 1}. De otro modo,
¢=(0)2, € Z2".

Veamos ahora que (2) implica (1). Sea Z € ¢’y probemos que v(Z) € €. Como Z € €, entonces
c=@(Z) € (%) y, por lo tanto,

vic)+c=v(p(Z))+ce (7).
En virtud del andlisis del vector ¢, podemos sustituir ¢ por v(¢(2?bz ®2byz)). Asi,
9(v(2)) = v(9(2)) +v(9(2°bz & 2bz)) € (7).

Debido a la inyectividad de ¢, la relacién anterior implica que v(Z) € €, tal como queriamos
demostrar.
Similarmente, se prueba que (1) es equivalente a (3) y (4). O
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Algunos casos particulares del teorema anterior, similares a los que se presentaron en la
Seccién 6.3, pueden ser establecidos facilmente para la familia de cédigos negaciclicos sobre
Zg. Para obtenerlos, basta reemplazar la condicién de ser 3-ciclico por la de negaciclico; razén
por la cual no los incluimos en este apartado.

Después de haber caracterizado a los cédigos negaciclicos sobre Zg en términos de sus
imagenes bajo ¢, en la siguiente subseccion presentaremos una caracterizacion mas de estos
c6digos con respecto a la sus imdgenes de Gray.

6.4.2. Imagenes de Gray

En esta subseccion estableceremos que la imagen de Gray de un c6digo negaciclico sobre
Zg es un codigo ciclico binario, médulo una traslacién de un vector que denotamos por d». Este
resultado, enunciado en el Teorema 6.4.2, es similar al Teorema 6.3.10. Pero mads atn, puede
ser considerado como una generalizacion de [54, Teorema 3.5], en el que se establece que la
imagen clédsica de Gray de un cédigo negaciclico sobre Z4 es un cddigo ciclico binario. Vale la
pena mencionar que el Teorema 3.5 de [54] es una de las aportaciones mas importantes de ese
trabajo.

Teorema 6.4.2. Sea n > 1 un entero 'y ¢ C Zg un codigo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(1) € C Zg es un cédigo negaciclico (no necesariamente lineal);
(2) ®(%) C an es un cddigo (no necesariamente lineal) tal que
o(c)+dr € D(E), VcedEF)
donde d» = (1,1,1,1)®(1,0,...,0) siy solo sit € {(0,1,1,0),(1,0,0,1)}, yt es el vector

obtenido al concatenar en orden las coordenadas de c¢ con subindice en {n—1,2n —
1,3n—1,4n— 1}. En caso contrario, dy = (0)4, € F3".

Demostracion. Es similar a la demostracion del Teorema 6.3.10. L]

6.5. Cddigos consta-ciclicos lineales sobre Zg

El propoésito de esta seccion es analizar algunos resultados que conciernen a los cédigos
3-ciclicos y negaciclicos lineales de longitud n impar sobre Zg, y sus relaciones entre ellos y los
codigos ciclicos de longitud n sobre el mismo anillo.
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Recuerde que si y € U(Zg) = {1,3,5,7} y n > 1 es un entero, entonces 7y denota al Zg-
automorfismo definido sobre Zg como,

Ny (205---12n—2:2n—1) F> (205 - - - 1Zn—2, YZn—1)-

Asimismo, note que en Zg, 5-3 =7y 5-7 = 3, lo cual corresponde a las relaciones A6; = &, y
A -8 = &, respectivamente, donde A = 1 +2K, §; =142, 5 =142 1425y k =2. Con
base en estas observaciones, obtenemos las relaciones

V3oMs =1V, Vorns = Vs.

A partir de aqui se concluye que si € es un cddigo y-ciclico, con y € {3,7}, entonces € es un
cédigo Sy-ciclico si y sélo si s5(%) = €. Como consecuencia de este hecho y en virtud del
Teorema 3.3.4, si ¢’ C Zg es un cédigo 3-ciclico y negaciclico a la vez, entonces

(pons)(€) = (=7 o p)(€),

es decir, ¢ (%) permanece fijo bajo la accién del Z4-automorfismo ni@)lz, el cual se ha definido
como

®2 .
N7 (2055202, Zn—12ns - -+ 22n—2:220—1) ¥ (205 -+ Zn—2, =Zn—1>Zns - - - 1 22n—2, —Z2n—1)-

Si a lo anterior le afiadimos la condicion de linealidad al cédigo %, entonces obtenemos el
siguiente resultado que caracteriza a los c6digos que son 3-ciclicos y negaciclicos a la vez.

Teorema 6.5.1. Sea ¢ C Zg un codigo lineal . Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) € es un codigo 3-ciclico y negaciclico,
(2) ©(€) es un cédigo negaciclico de longitud 2n sobre Za,
(3) ®(¥) es un cddigo ciclico de longitud 4n sobre ;.

Demostracion. Veamos que (1) implica (2). De este modo, supongamos que % es un cédigo
3-ciclico y negaciclico a la vez. Entonces 15(%") = €, es decir,
TIS(Z) = (Z07 cee vZn—ZaS 'Zn—l) S (ga VZ= (Z()a cee 7Zn—27zn—l) €C

Como % es lineal, n5(Z) —Z = (0,...,0,4z,_1) = 2*bz € ¢, donde bz = (0,...,0,z,_1). Asf,
para todo Z € €, se tiene que 2°bz ® 2by € €y, en consecuencia, w = Z +2°b; ®2by € .
Ademds, siendo % un c6digo negaciclico sobre Zg, v(w) € €.

Por otra parte,

+v(9(2%*b,, ®2b,,))
©(2°b; Oby)) +v(@(2°b,, ®2b,,))
)+ v(9(2°bz ®bz)) + v(9(2°b,, ©2b,,))
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Ya que 22b,, ®2b,, = 22b, ® by y el vector v((p(22bz ©®2byz)) tiene todas sus coordenadas en
el ideal maximal de Z4,

v(@(2°bz®2bz)) + v(9(2%b,, ©2b,,)) = (0)2, € Z7".

Por lo tanto, (pov)(w) = v(@(Z)) € €, lo cual prueba que % es un c6digo negaciclico.

Para demostrar que (2) ocurre si y sélo si (3) se da, basta recordar que la imagen cldsica de
Gray de un c6digo & sobre Z4 es un codigo ciclico si y sélo si Z es un cédigo negaciclico, y
que @ = ¢ o @, donde ¢ es la isometria cldsica de Gray.

Finalmente, veamos que (2) implica (1), esto es, probemos que V3(Z) € €'y v(Z) € € para
cada Z € €. Primero observe que

0(v(2)) = v(9(2)) +v(9(2°bz ©2by)),
0 equivalentemente,

9(v(Z)) +v(9(2°bz ©2bz)) = v(9(2)).
Como ¢(Z) € 9(€¢) y ¢(%) es un c6digo negaciclico sobre Z4, entonces

@(v(2)) +v(9(2*bz©2bz)) € @(7).

Analizando el término v(¢(2%bz ®2by)), es ficil probar que v(¢(2°bz ®2bz)) = ¢(v(2’bz ®
2bz)). De este modo,

P(v(2)) +v(9(2°bz©2bz)) = (V(Z+2°bz O 2bz))) € (),

donde la dltima relacién se debe a que 2°bz @ by tiene todas sus coordenadas en el ideal (4)
de Zg (Corolario 2.3.6). Debido a la propiedad de inyectividad de la isometria ¢, de lo anterior
concluimos que

V(Z+2%bz02bz) €F. (6.3)

De manera similar, usando la relacién ¢(v3(Z)) = v(@(Z)) + v(¢(2°bz 4 2%bz ®by)), obte-
nemos
v3(Z+2°bz+2°b;©02by) € F. (6.4)

De (6.3) y (6.4) es de donde derivaremos las propiedades de 3-ciclicidad y negaciclicidad del
c6digo % La idea serd probar que v(2%bz) = v3(2%by) pertence a € para todo Z € €.
Sea Z € €. Debido a que € es lineal, se tiene que —Z € . Por lo tanto, en virtud de (6.3),

V(Z+2*b,02bz)+Vv(Z+2?b_z02b_z) = v(2’b;O2bs +2’b_;02b_5) € €.
Como

2°bz ©2bz = (0,...,0,2%r0(zn-1)r1(zn-1))

2°b z02b 7z =(0,...,0,2%r0(za—1) (r1(za-1) B r0(za-1)),
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donde & denota la suma en FF», entonces
2’b; ®2bz+2°b_7z02b_z = (0,...,0,2%r0(z0—1)r0(zu-1))-
Ademds, ya que ro(z,—1) € {0,1}, ro(zu—1)r0(za—1) = ro(za—1) ¥, por lo tanto,
2’b;®2bz+2°b_702b_z =(0,...,0,2%r(zs—1)) = 2%by.

En consecuencia, v(22bz) € €. Esto implica que v(22bz ®2bz) € % paratodo Z € €. Ademis,
ya que las coordenas de los vectores 22bz ®2b y 22b estdn en el ideal (4) de Zg, se tiene que
v(2°bz) = v3(2°bz) y v(2°bz ®2bz) = v3(2%bz ® 2bz). Asi, la relacién (6.3) implica que
v(Z) € €, y larelacién (6.4) implica que v3(Z) € €, tal como querfamos demostrar. O

A modo de ejemplo podemos considerar el codigo lineal € presentado en la Seccion 6.2,
donde se demostré que ¢(%) es un codigo negaciclico y que ®(%) es un cédigo ciclico binario.
En virtud del Teorema 6.5.1 el cédigo % es un codigo 3-ciclico y negaciclico sobre Zg. Mas
ejemplos de este estilo han sido sefialados en el Cuadro 6.1 y en el Apéndice A de este material.

Para finalizar este capitulo, es importante sefialar que cédigos ciclicos, en particular cédigos
ciclicos binarios, son de las familias de c6digos mas importantes en la Teoria de Cédigos. Esto
no solo se debe a su rica estructura matemadtica sino también a sus interesantes aplicaciones
précticas. De este modo, el Teorema 6.5.1 proporciona una forma de construir cédigos cicli-
cos binarios a partir de cédigo 3-ciclico y negaciclicos sobre Zg. Debido a este hecho, dicho
resultado puede ser considerado uno de los mds importantes de todo esta tesis.






Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos estudiado diversas propiedades de las imdgenes bajo las isometrias
k—1 k P s 1.
@ (Z54s1,00) = (2 ", 8.) y de Gray @ : (Z51s1,00) — (F3, 8y ) de cédigos consta-ciclicos
(no necesariamente lineales) sobre Z,i+1, kK > 2, con el fin de responder los Problemas 1y 2
planteados en la Introduccion de este manuscrito, y que a continuacidon retomamos para esbozar
los alcances y las limitaciones que se tuvieron.

Primero, debemos enfatizar que en todo el trabajo consideramos dos grandes grupos de c6-
digos consta-ciclicos: aquellos que son invariantes con respecto a los corrimientos casi-ciclicos
y (1 +2K)-casi-ciclicos, y aquellos que son invariantes bajo los corrimientos (14 2¢~1)-ciclicos
y (14251 4-2%)-ciclicos.

En el Problema 1 se propuso analizar las propiedades de ciclicidad de las imagenes de Gray
del primer grupo de cédigos; lo cual fue analizado en el Capitulo 4. En ese apartado demostra-
mos que las imagenes bajo ¢ de tales cddigos son codigos casi-ciclicos y casi-negaciclicos, y
que las imdgenes de Gray de los mismos son cédigos casi-ciclicos. Pero que el indice de casi-
ciclicidad era menor en el caso de los cddigos que son invariantes con respecto al corrimiento
(1 + 2K)-casi-ciclico. También notamos que ciertos cédigos sobresalientes, tales como algunos
codigos de Reed-Muller, pueden ser obtenidos como imagenes de Gray de este primer grupo de
codigos. Desde este punto de vista, las aportaciones del Capitulo 4 pueden contribuir al estudio
de familias de cédigos. Por tal razén, consideramos que futuros trabajos pueden investigar qué
otras familias de c6digos pueden ser construidas, o mas aun, qué nuevas familias de codigos
pueden ser obtenidas a través de los resultados presentados en ese capitulo.

Por su parte, en el Problema 2 se propuso el estudio de las propiedades de las imagenes
de Gray del segundo grupo de cddigos. Este problema fue considerado en dos partes: cuando
k > 3 y cuando k = 2. En el Capitulo 5 se estudi6 el caso k > 3 y se probd que los codigos de
este grupo estan relacionados con c6digos sobre Z4 que son invariantes (mddulo una traslacion)
bajo las aplicaciones T(V ® G)®2k_2 y(o® v)®2k_2, dando lugar a nuevas familias de c6digos
sobre Zy4, que hasta el momento no han sido reportadas en la literatura. Por otra parte, debido
a la naturaleza de estas propiedades, en primera instancia, no fue posible describir propiedades
generales de las imdgenes de Gray de esos cdigos. De este modo, un problema abierto consiste
en estudiar las propiedades generales de las imdgenes de Gray de dichos cédigos.

La situacion fue més afortunada para cédigos 3-ciclicos y 7-ciclicos sobre Zg, lo cual co-
rresponde al caso k = 2 estudiado en el Capitulo 6. En este contexto, demostramos que esos
cddigos estan relacionados con codigos negaciclicos (mddulo una traslacion) sobre Z4, y con
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codigos ciclicos binarios (médulo una traslacién). En particular, demostramos que si un cédigo
es 3-ciclico y 7-ciclico, entonces su imagen bajo ¢ es un cddigo negaciclico, y en consecuencia
su imagen de Gray es un cddigo ciclico. En consecuencia, hemos mostrado que una manera de
obtener cdodigos ciclicos binarios es a través de codigos 3-ciclicos y negaciclicos sobre Zg, lo
cual resulta similar a los trabajos de J. Wolfman [54,55].

Vale la pena sefialar que varios de los resultados encontrados a lo largo de esta tesis no han
sido respotados en la literatura. Asimismo, cabe mencionar que el presente material ofrece una
primera pauta para iniciar, y también continuar, con el estudio de propiedades de las imédgenes
de Gray de cédigos consta-ciclicos, similares a las que se propusieron en los Problemas 1 y
2 planteados en la Introduccion del presente escrito. Es en esta direccion que los siguientes
problemas pueden ser abordados en futuros trabajos de investigacion, y cuya solucion, podrian
ser de particular interés en la Teoria de Codigos Algebraicos.

1. Generalizar los resultados alcanzados en esta tesis a otras familias de anillos finitos de ca-
dena. Por ejemplo, los anillos de enteros médulo p**!, los anillos de Galois GR( prl ,8),
donde p es un primo y k > 1, e incluso establecer resultados similares sobre anillos finitos
de cadena en general.

2. Recientemente, el estudio de propiedades de ciclicidad de las imédgenes de Gray de c6-
digos ciclicos se ha extendido a otras clases de anillos finitos que no son de cadena (cf.
[17]). En consecuencia, un segundo problema abierto consiste en investigar propiedades
de las imdgenes de Gray de cédigos consta-ciclicos, tales como las que se plantearon en
los Problemas 1y 2, sobre esos tipos de anillos.

3. Estudiar las estructuras algebraicas de las familias de cddigos consta-ciclicos mencio-
nados en los Problemas 1 y 2, para determinar la estructura algebraica de los codigos
obtenidos como imagenes de Gray de tales codigos.



Apéndice A

Tablas de cédigos consta-ciclicos lineales

En este apartado presentamos tablas de cddigos y-ciclicos lineales de longitu-
des n =3,5,7 sobre Zg, y de longitudes n = 3,5 sobre Z¢, para las unidades
ye {11 +21 1425 14251 4+ 2K} con k = 2,3. Como se ha hecho en
el transcurso de todo este manuscrito, usaremos la notacién 8; = 1+ k=1
& = 14+2K1 42k y A = 142K Todos los célculos han sido realizados con el
Programa Computacional MAGMA® V2.15-13 (Student Version), en el La-
boratorio de Codigos y Criptografia del Departamento de Matematicas de la
Universidad Auténoma Metropoliana-Iztapalapa.

A.1. Notas sobre las tablas

Las tablas contienen informacion sobre los generadores de los cédigos ciclicos lineales €
(no triviales), identificados como ideales del anillo Zy1[x]/(x" — 1); la cardinalidad de los c6-
digos #% y las distancias minimas homogéneas 8, (%) de esos codigos, las cuales coinciden con
sus pesos minimos homogéneos @y, (%), pues los cédigos son lineales. También contienen tres
columnas referentes a la y-ciclicidad de los cédigos %, que determinan si el cédigo ciclico ¢
es a su vez 8;-ciclico, A-ciclico o &,-ciclico. Dicha informacién se incluy6 con el fin de ilustrar
varios de los resultados alcanzados en este trabajo. Dado que algunos de éstos requieren de la
linealidad de la imagen del cédigo 4" con respecto a las isometrias ¢ o ® de Gray, también
se han agregado cuatro columnas en las cuales se especifica la linealidad del cédigo ®(%), y
la linealidad de la imagen de Gray de los cddigos y-ciclicos, donde y € {8;,4,8,}. Escribire-
mos [M,e] para denotar que ®(%’) es un cddigo lineal de longitud M y dimensién e. En caso
contrario, escribiremos (M, c) para denotar que (%) tiene longitud M y cardinalidad c.

Con el fin de esclarecer como hemos construido esas tablas, en los siguientes parrafos dare-
mos un breve repaso a la teoria presentada en la Seccién 1.3 de este manuscrito.

Debido al Corolario 1.1.2, si n es impar, entonces x" — 1 se factoriza como un producto de
polinomios ménicos, bdsicos irreducibles y coprimos en Z 1 [x]. Esta factorizacion serd escrita
como

X' —1=aj(x)ay(x)---ar(x).

Consecuentemente, por el Lema 1.3.8, una tal factorizacién de x" — y es:
Xt =y =b1(x)b2(x) -+ by(x),
donde b;(x) = B8 g;(Bx) y B es la raiz n-ésima de y~', es decir, " =y~
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Para construir un cédigo ciclico, elegimos k + 2 polinomios ménicos y coprimos, denotados
como foy, f1, .--» fx+1, con la posibilidad de que algunos de ellos sean iguales al polinomio
constante 1, y tales que fofi--- fror1 =x" — 1. En la préctica, esto se hace colocando los factores
ay(x),...,a,(x) dentro de k+ 2 casillas (los polinomios f;) sin colocar un mismo factor a;(x) en
dos o0 mds casillas distintas. Colocar varios factores a;(x) en una misma casilla es permitido.

Hecho lo anterior, construimos filx) = («*=1)/f; y Fi(x) = fi(x) + (x* — 1). Entonces el
ideal (F1,2F,...,2%Fy.1), del anillo Zo:1 [x]/(x" — 1), es la representacién polinomial P(%)
de un cédigo ciclico € de longitud n sobre Zy:1 y cardinalidad 25, donde

k

S=Y (k+1-i)gr(fix1) = (k+1)gr(fi)+kgr(fa)+-- -+ 1gr(fis1)-
i=0

Por medio del isomorfismo

Mg - Z2k+1 [x]/(x” — 1> — Z2+l [x]/(x” — ’}/>,

definido como

a(x)+ " = 1) = a(Bx) + (" =),

donde B es la raiz n-ésima de y~!, calculamos el ideal /J/}(U?l,ﬂ?z, . ,2k132k+1>), el cual co-
rresponde a la representacién polinomial P(%y) de un cédigo y-ciclico lineal %y de longitud n,
misma cardinalidad y distancia minima homogénea que el cédigo ciclico . Los generadores
del c6digo € se obtienen reemplazando los factores a;(x) que aparecen en los polinomios F,
por los factores b;(x) que aparecen en la factorizacién del polinomio x" — 7.

Ejemplo A.1.1. Sean k =2y n="7. Entonces ; =3, A =5y & = 7. Las raices n-ésimas de
estas unidades en Zg son, respectivamente, 31 = 3, B, =5y B = 7 (Proposicién 1.3.14). Por
otro lado, la factorizacién x” — 1 como producto de polinomios ménicos, bésicos irreducibles y
coprimos en Zg|x] es:

X —1=(x+7)(x+6x> +5x+7) (x> + 36> +2x+ 7).

Sean aj (x) =x+7, ax(x) = x> +6x> +5x+7 y a3 (x) = x> +3x?> +2x+ 7. Entonces las factoriza-
ciones de x’ — &1, x’ — A y x” — & como producto de polinomios ménicos, basicos irreducibles
y cCOprimos son:

x' =8 = b (x)ba(x)b3(x), x —A =ci(x)c2(x)e3(x), x'— & =dy(x)da(x)d3(x),
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donde
bi(x) = B ay (Brx) = 37 ay (3x) = x+5,
by(x) = B¢ ay (Bix) = 33ax(3x) = x* + 2%+ 5x+ 5,
b3(x) = Bz (Brx) = 373a3(3x) =2+ + 20+ 5,

e1(0) = By e (Bx) =57 ar (5x) = x+3,

c2(x) = B 8" ay (Brx) = 5345 (5x) = x* + 62+ 5x 43,
c3(x) = ﬁ;gr(a‘%(x))ag(ﬁxx) =53a3(5x) = x> + 747 +2x+3,

Construyamos ahora un cédigo ciclico lineal 4" de longitud 7 sobre Zg, y a partir de €l obten-
gamos los correspondientes codigos y-ciclicos lineales €, donde y € {3,5,7}. Como espefica-
mos anteriormente, debemos colocar los 3 factores a(x),az(x) y az(x) en k42 = 4 polinomios
fo, f1, f2, f3 de tal modo que no haya ningun factor repetido entre los f;. Coloquémoslos de la
siguiente forma (otro arreglo daria lugar a otro cédigo ciclico):

fo=1, filkx)=ai(x), fLr=alk), fr=a).
Consecuentemente,
fo=x"—1, fi=ax®a3x), hH=aia3(x), f3=a1(x)ar(x).

y, por lo tanto, al identificar las clases laterales de Zg[x]/(x” — 1) con los polinomios de grado a
lo mas 6, obtenemos

F=0, F=an®ak), B=a®al), B=a@)a).
Entonces el ideal

1= (F,2F,2’F;) = (ay(x)a3(x),2a; (x)az(x),2%a; (x)az (x))

es la representacion polinomial P(%’) de un cédigo ciclico lineal % de longitud 7 y cardinalidad
25 donde

§=Q2+1)er(fi)+(2)er(f2)+(N)gr(f3) = 3)(1)+(2)(3) +(1)(3) = 12.
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Las correspondientes representaciones polinomiales de los cédigos 7y-ciclicos se obtienen al
reemplazar los polinomios a; por los polinomios b; (c6digo 65, 6;-ciclico lineal), ¢; (c6digo €,
A-ciclico lineal) y d; (cédigo €5, &,-ciclico lineal):

P(%5,) = (ba(x)b3(x),2b1 (x)b3(x),2°by (x)ba (x)),
P(%)) = {ca(x)e3(x), 2¢1 (x)e3(x), 2%¢1 (x)c2(x)),
P(%z) = (dp(x)d3(x),2d, (x)d3 (x),22d1 (x)da(x)).

Estos cédigos tienen la misma cardinalidad y distancia minima homogénea que %. Por tal razén
basta especificar en las tablas los datos de % .

En el desarrollo de este trabajo hemos escrito 4" = (az(x)az(x),2a; (x)az(x),2%a; (x)as (x))
denotando que P(%) = (az(x)asz(x),2a1(x)az(x),2%a;(x)az(x)). Seguiremos esta filosofia en
las tablas.

Durante todo este apéndice usaremos la siguiente notacén. Las factorizaciones de x" — 1,
X" — 01, X" — A y X" — &, serdn escritas respectivamente como:

X'—1=a;(x)az(x)---ar(x),
X' =8 =bi(x)ba(x) - br(x),
XM= =ci(x)ea(x) - cr(x),
X' =& =di(x)dy(x) - dy(x).

Las raices n-ésimas de 9y, A y & seran denotadas como S, B, vy B».

A.2. Cédigos consta-ciclicos lineales sobre Zg

Las unidades 8; = 1 4+2"1, A =142k y & + 1+ 21 +2% en Zg (k = 2) son:
0 =3, A =5, 0 =7

Cada una de estas raices es de orden 2 en Zg y, por lo tanto, sus raices n-ésismas son ellas
mismas para todo n > 1 impar. Esto es,

B =3, By =5, Bi=1, Vn> 1 impar.
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A2.1. Longitud n=3
Factorizacién de los polinomios x> — y
[ 1 2
a;(x) x+7 P4x+1
bi(x) x+5 x> +3x4+1
ci(x) x+3 x> 4+5x+1
d;(x) x+1 X +Tx+1
Cuadro A.1: Cédigos 7y-ciclicos de longitud 3 sobre Zg.
€ #% on(€) Y-ciclicidad Linealidad de ®(%¥)
3 5 7 1 3 5 7
(2) 43 2 v v v [12,6] [12,6] [12,6] [12,6]
(22) 23 4 v v v [12,3] [12,3] [12,3] [12,3]
o) 82 4 - - - (12,29) (12,29) (12,29) (12,29)
(2ay) 4? 4 - v - (12,2%) (12,2%) (12,24 (12,2%)
(2%ay) 22 8 v v v [12,2] [12,2] [12,2] [12,2]
{az) 8 6 -~ -~ -~ [12,3] (12,2%) [12,3] (12,2%)
(2a)) 4 6 - v - [12,2] [12,2] [12,2] [12,2]
(2%ay) 2 12 v v v [12,1] [12,1] [12,1] [12,1]
(a1,2ay) 824 2 v v v [12,8] [12,8] [12,8] [12,8]
(a1,2%ay) 82.2 4 -~ v -~ (12,27) (12,27) (12,27) (12,27)
(az,2a;) 8-42 2 v v v [12,7] [12,7] [12,7] [12,7]
(az,2%ay) 822 4 - v - [12,5] [12,5] [12,5] [12,5]
(2a;,2%a;) 42.2 4 v v v [12,5] [12,5] [12,5] [12,5]
(2a3,2%ay) 4.2? 4 v v v [12,4] [12,4] [12,4] [12,4]
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A22. Longitudn=>5

Factorizacién de los polinomios x°> — y

i 1 2
a;(x) x+7 A+ +x+1
bi(x) x+5 33 2+ 3x 1
ci(x) x+3 583 2541
d;(x) x+1 AT+ +Tx+1

Cuadro A.2: Codigos y-ciclicos de longitud 5 sobre Zg.

€ #% on(%) Y-ciclicidad Linealidad de ®(%)
3 5 7 1 3 5 7
(2) 43 2 v v v [20,10] [20,10] 20,10 20,10
(2%) 23 4 v v v 20, 5] 20,5] 20, 5] [20,5]
{a1) 84 4 - - - (20,212) (20,212) (20,212) (20,212)
(2ay) 44 4 - v - (20,28) (20,28) (20,28) (20,28)
(2%ay) 24 8 v v v [20,4] [20,4] [20,4] [20,4]
(a) 8 10 - - - 20,3] (20,2%) 20,3] (20,2%)
(2a) 4 10 - v - 20,2] 20,2] 20,2] [20,2]
(2%ay) 2 20 v v v 20,1] 20,1] 20,1] [20,1]
{ar,2ay) 844 2 v v v 20, 14] 20, 14] [20,14] [20,14]
(a1,2%ay) 8+.2 4% - v - (20,2'3) (20,213) (20,2'3) (20,2'3)
(az,2ay) 8- 44 2 v v v [20,11] [20,11] [20,11] [20,11]
(az,2%ay) 824 4 - v - 20,7] 20,7] 20,7] [20,7]
(2a1,2%ay) 4*.2 4 v v v 20,9] 20,9] 20,9] [20,9]
(2a,2%ay) 4.2 4 v v v 20, 6] 20, 6] 20, 6] [20,6]
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Longitud n =7

Factorizacién de los polinomios x” — y

i 1 2
a;(x) x+7 x4+ 6x2+5x+7 3 +3x2+2x+7
bi(x) x+5 X422+ 50+ 1 X452+ 2x+1
ci(x) x+3 X+ 2x2+5x+5 X+ x?4+2x+5
d;(x) x+1 x4 6x% +5x+3 4+ T +2x+3

Cuadro A.3: Cddigos y-ciclicos de longitud 7 sobre Zg.
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4 #¢ on(%) y-ciclicidad Linealidad de ®(%)
35 7 1 3 5 7
(2) 47 2 v v v 28,14 [28,14] 28, 14] [28,14]
(2%) 27 4 v v [28,7] [28,7] [28,7] [28,7]
(ar) 86 4 - == (28,218 (28,218)  (28,218)  (28,218)
(az) 84 8+ - == (28,21%)  (28,21%)  (28,212)  (28,21%)
(a3) 84 8+ - - - (28,2'?) (28,2'?) (28,2'?) (28,2?)
(2ay) 46 4 - vV = (28,21%)  (28,22)  (28,2'2)  (28,2'%)
(2ay) 4 10 - v = (28,2% (28,28) (28,28) (28,28)
(2a3) 4% 8 - v = (28,28 (28,2%)  (28,2%)  (28,2%)
(2%ay) 26 8 v vV [28,6] [28,6] [28,6] [28,6]
(2%ay) 24 12 v vV [28,4] 28,4] [28,4] [28,4]
(2%a3) 24 12 - v - [28,4] [28,4] [28,4] [28,4]
(a1a)) 83 10F - - = (28,29 (28,2%) (28,2%) (28,29
(ara3) 83 101 - - = (28,2  (28,2°)  (28,2°) (28,27
(aza3) 8 14 - - - [28,3] (28,3) [28,23] (28,2%)
(ayay) 43 127 - v = (2829 (28,29) (28,29) (28,29)
(2aja3) 43 12 - v = (28,25 (28,26  (28,2%) (28,29

Continda




206 A.2. Cédigos consta-ciclicos lineales sobre Zg

Cuadro A.3 — Continuacion

4 #¢ on(%) y-ciclicidad Linealidad de ®(%)
35 7 1 3 5 7
2ara3 4 14 - - 28,2 28,2 28,2 28,2
(2aza3) v 28,2] 28,2] [28,2] 28,2]
(2%a1ay) 8 6 v v Y [28,3] 28,3] [28,3] [28,3]
aas ) ’ ) )
22 23 167 v vV 28,3 28,3 28,3 28,3
(2%ara3) 2 28F Vv YV [28,1] [28,1] [28,1] [28,1]
{a1,2a2a3) 86.4 2 v v v [28,20] [28,20] 28,20] [28,20]
a,zaas : o1 ) ) )
(az,2aya3) 8. 43 2 v Vv [28,18] [28,18] [28,18] [28,18]
(az,2a1a;) 8443 2 v Vv [28,18] [28,18] 28, 18] [28,18]
(a1a2,2a3) 83.44 2 v v v 28,17 [28,17] [28,17] [28,17]
(aya3,2a) 83.44 2 v v v 28,17 [28,17] [28,17] [28,17]
(araz,2a) 846 2 v v v 28,15 [28,15] [28,15] [28,15]
(a1,2%aza;3) 86.2 41 - V= (28,219 (28,21%)  (28,21%) (28,219
(az,2%a)a3) 8+.23 4 - V= (28,21 (28,21%)  (28,215)  (28,219)
(a3,2%a1a)) g*.23 4 - v = (28,21%)  (28,21%)  (28,21%)  (28,21)
(a1a2,2%a;3) 83.24 4 - v = (28,213 (28,21%)  (28,213)  (28,213)
(apas,2%ay) 826 4 - v - [28,9] [28,9] [28,9] [28,9]
(a1az,2%ay) 83.24 4 - V= (28213 (28,213)  (28,213)  (28,213)
(2a1,2%azas3) 4.2 4 v Vv [28,13] [28,13] [28,13] [28,13]
(2ay,2%aya3) 44.23 4 v v v 28,11 [28,11] [28,11] [28,11]
(2a3,2%ajaz) 4*.23 4 v v v 28,11 [28,11] [28,11] [28,11]
(2a1ay,2%as3) 43 .24 4 v v v [28,10] [28,10] [28,10] [28,10]
(2ara3,2%a;) 4.26 4 v vV [28,8] 28, 8] [28,8] [28,8]
(2a1a3,2%ay) 43 .24 4 v v v [28,10] [28,10] [28,10] [28,10]
(azaz,2a1a3) 8-43 8 - - = (2829 (28,2  (28,2°) (28,29
(aras,2aiaz) 8-43 8 - - = (28,2%)  (28,2°)  (28,2°) (28,29
(a1a2,2a1a3) 83.43 4 - - = (28,2B) (28,21%) (28,21%) (28,2D)
(a1a2,2aza3) 834 8+ - - — (282" (28,2') (28,2') (28,2')
(aaz,2a1a3) 83.43 4 - == (28,21%)  (28,21%)  (28,21%)  (28,21%)

Continda
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Cuadro A.3 — Continuacion

€ #¢ on(%) y-ciclicidad Linealidad de ®(%)
35 7 1 3 5 7

(a1a3,2aza3) 8.4 8+ - - - (28,2') (28,2') (28,2') (28,2')
(aza3,2’aaz) 8-23 124 - - - [28,6] 28,6] (28,2°) (28,29
(aras,2%ajas) 8.23 12+ - - - [28,6] 28, 6] (28,29) (28,29)
(a1a2,2%a1as) 83.23 8+ - = = (28,21%)  (28,21%)  (28,2!2)  (28,21%)
(a1az,2%ara3) 8.2 8 - - = (28,219 (28,21) (28,2'0) (28,21
(aa3,2%ajay) 83.23 8+ - = = (28,212 (28,212)  (28,2'2)  (28,2'%)
(a1a3,2%ara3) 83.2 8 - == (28,219 (28,219 (28,210)  (28,210)

(2a1a3,2%aya3) 43.23 8 - v - [28,9] [28,9] [28,9] [28,9]
(2a1a3,2%aza3) 43.2 8 - v - (2827)  (28,27)  (28,27)  (28,27)

(2ara3,2%a1a)) 4.23 12 - v - [28,5] 28,5] [28,5] [28,5]

(2aza3,2aia3) 4.23 12 - v - [28,5] [28,5] [28,5] [28,5]

(2a1a3,2%a)a2) 43.23 8 - v - [28,9] [28,9] [28,5] [28,9]
(2a1a3,2%aza3) 43.2 8 - v - (282)) (28,27)  (28,27)  (28,27)
(apaz,2a1a3,2*a1a;)  8-4%.23 4 - v - 28,12 [28,12] [28,12] [28,12]
(paz,2a1az,2%a1a3)  8-43.23 4 - v = 28,12 [28,12] [28,12] [28,12]
(a1ay,2a3a2,2%a1a3) 83423 4 - V= (2821%)  (28,2%) (28,214 (28,24
(aja,2a1a3,2%ara3)  83-4°-2 4 - v - 28,16 [28,16] [28,16] [28,16]
(a1a3,2a2a3,2*a1a;) 83 -4-23 4 - V= (28,2 (28,21%) (28,21 (28,214
(a1az,2a1a2,2%ara;) 83432 4 - v = [28,16] [28,16] [28,16] [28,16]
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A.3. Codigos consta-ciclicos lineales sobre Z g
A3.1. Longitud n=3

Unidades y sus raices n-ésimas, n = 3

Unidad 1 ) A 1)
1 5 9 13
Raiz n-ésima 1 5 9 13

Factorizacién de los polinomios x> — y

i 1 2
a;(x) x+15  FP4x+1
b;(x) x+3 X+ 13x+9
ci(x) x+7 X +9x+1
di(x) x+11 ¥+ 13x+9

Cuadro A.4: Codigos y-ciclicos de longitud 3 sobre Zg.

€ #€ (%) Y-ciclicidad Linealidad de ®(%)
3 5 7 1 3 5 7

(2) 83 4 v v v [24,9] [24,9] [24,9] [24,9]
(2%) 43 4 v v v [24,6] [24,6] [24,6] [24,6]
(23) 23 8 v v v [24,6] [24,6] [24,6] [24,6]

{ay) 162 8F - - - (24,28) (24,28) (24,28) (24,28)
(2ay) 82 8 - v - (24,29) (24,25) (24,29) (24,29)
(2%ay) 4? 8 v v v (24,2%) (24,2%) (24,2%) (24,2%)
(23ay) 22 16% v v v [24,2] [24,2] [24,2] [24,2]

(ao) 16 12 - - - [24,4] [24,4] (24,2%) (24,2%)
(2a5) 8 12 - v - [24,3] [24,3] [24,3] [24,3]

Continda
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Cuadro A.4 — Continuacion

4 #6 on(%) y-ciclicidad Linealidad de ®(%)
3 5 7 1 3 5 7

(2%ay) 4 12 v vV [24,2] [24,2] [24,2] [24,2]

(23a) 2 24+ v vV [24,1] [24,1] [24,1] [24,1]
(a1,2a;) 16>-8 4 v v Y [24,11] [24,11] [24,11] [24,11]
{a1,2%ay) 162 -4 4 v v v (24,210) (24,210) (24,210) (24,210)
{ay,2%ay) 16%-2 8 - v - (24,219) (24,210) (24,210) (24,219)
(az,2ay) 16- 82 4 v v Y [24,10] 24,10 [24,10] [24,10]

(az,2%ay) 16-4? 4 v v v [24,8] [24,8] [24,8] [24,8]

(a,2%ay) 16-22 8 - v - [24,6] [24,6] [24,6] [24,6]

(2a1,2%ay) 824 4 v vV [24,8] [24,8] [24,8] [24,8]
(2a1,2%ay) 822 8 v v v (24,27) (24,27) (24,27) (24,27)

(2ay,2%ay) 842 4 v v v [24,7) [24,7) [24,7] [24,7]

(2ay,2%ay) 8.22 8 v v v [24,5] [24,5] [24,5] [24,5]

(2%a;,2%ay) 42.2 8 v v v [24,7] [24,7] [24,7] [24,7]

(2%ap,2%ay) 4.22 8 v Y v [24,4] [24,4] [24,4] [24,4]
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A.3.2. Longitudn=>5

Unidades y sus raices n-ésimas, n = 3
Unidad 1 ) A &
1 5 9 13

Raiz n-ésima 1 13 9 5

Factorizacién de los polinomios x> — y

i 1 2
a;(x) x+15 a1
b;(x) x+3 133 x4 5x - 1
ci(x) x+7 Ko X2+ 9x 4+ 1
di(x) x+11 x5 +9x% +13x+ 1

Cuadro A.5: Codigos y-ciclicos de longitud 5 sobre Zjg.

4 #6 on (%) y-ciclicidad Linealidad de ®(%)
3 5 7 1 3 5 7

(2) 8’ 4 v v v [40,15] 40,15] [40,15] [40,15]

(2%) 4 4 v v v 40, 10] 40, 10] (40, 10] [40,10]

(23) 2’ 8 v v v 40, 5] 40, 5] 40, 5] 40, 5]

{ay) 164 8 - - - (40,21) (40,2'%) (40,2'%) (40,2'9)
(2ay) 84 8 - v - (40,2'2) (40,2'2) (40,2'2) (40,2'2)
(2%ay) 4 8 v v v (40,28) (40,28) (40,28) (40,28)
(23ay) 24 16 v v v [40,4] [40,4] [40,4] [40,4]

) 16 20+ - - - [40,4] [40,4] (40,2%) (40,2%)
(2a5) 8 20 - v - 40, 3] 40, 3] 40, 3] 40, 3]
(2%ay) 4 20 v v v [40,2] [40,2] [40,2] [40,2]
(23ar) 2 40% v v v [40,1] (40, 1] 40, 1] [40,1]

Continda
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Cuadro A.5 - Continuacion

4 #€ (%) Y-ciclicidad Linealidad de ®(%)
3 5 7 1 3 5 7

(a1,2a;) 16*-8 4 v Y 40,19 40,19 40,19 [40,19)

(a1,2%ay) 16*-4 4 v v Y (40,2'8)  (40,2'%) (40,2'8) (40,218)

(a1,2%a;) 16*-2 8 - v - (40,2'7) (40,2'7) (40,2'7) (40,2'7)

(az,2ay) 16-8* 4 v Y 40, 16] 40, 16] [40,16] [40,16]

(az,2%ay) 16-4% 4 v v v [40,12] [40,12] [40,12] [40,12]

(az,2%ay) 16-24 8 - v - [40, 8] 40, 8] 40, 8] [40, 8]
(2a1,2%ay) 8.4 4 v v v [40,14] 40, 14] [40, 14] [40, 14]
(2a1,2%a)) 8+.2 8 v v v (40,213) (40,213) (40,213) (40,213)
(2ay,2%ay) 8-44 4 v v v [40,11] [40,11] [40,11] [40,7]
(2ay,2%ay) 824 8 v v v [40,7] [40,7] [40,7] [40,7]
(2%a;,2%ay) 442 8 v vV [40,9] 40,9] 40,9] [40,9]
(2%ay,2%ay) 4.24 8 v v v [40,6] [40,6] 40,6 [40,6]







Apéndice B

@ es una isometria: una prueba distinta

Nuestro interés en este apéndice es dar una prueba distinta a la que se pre-
sent6 en la Seccién 2.2.2 para establecer que la funcién @ es una isometria

entre (Zl;,,,6,) y (ZE‘H”7 81,), donde &), y &, son la distancia homogénea y de
Lee, respectivamente. Recuerde que en tal seccién usamos el hecho de que la
funcién @~ : (Z3.1,60) — (ZEIH", 0) (introducida [51,52]) es una isometria.

B.1. Preliminares

En esta breve seccion recordaremos algunas definiciones bésicas y resultados que son ne-
cesarios para el propésito de este apéndice. Aunque cada uno de ellos se encuentran dentro del
texto principal de este manuscrito, los hemos incluido aqui para una répida referencia.

Seanu = (0,1),v=(1,1) y k> 1 un entero. Por medio del producto de Kronecker definimos
una familia de vectores cf? S sz, 0 <i <k, de la siguiente manera:

k

cO:u®c§:%, % k-l x x

1 =VRcCy ..y = v®c£:é, Cp = v®cl,§j,

donde acordamos que c8 =1¢el, y ® es el producto de Kronecker. (Para més detalles, el
lector puede consultar la Seccién 2.1 de este manuscrito.) Por la Proposicién 2.1.2, el conjunto
{c’é, . ,c’,ﬁ} es linealmente independiente sobre [F, y forma una base para el cédigo de Reed-
Muller de primer orden, RM(1,k), (Lema 2.1.3). Es importante tener en cuenta que todos los
vectores en RM(1, k), excepto los vectores (1) y (0), tienen peso de Hamming igual a 25!,

Recordemos que dado un entero k > 1 fijo, cualquier z € Zy+1 puede ser escrito de manera
Unica en su representacion 2-adica. Esto es, z puede ser escrito como

z=ro(z)+r(2)2+---+ rkfl(z)Zk’l + rk(z)Zk,

donde r;(z) € {0,1}, 1 <i<k. De esta expresion se ve que un elemento z € Zy1 es una unidad
en Zy+1 si'y solo si ro(z) = 1. En consecuencia, para todo z € Z,i+1 es una unidad o pertenece
al ideal maximal (2).

SiZ = (z0,215--+y2n—1) € Zy.1» entonces cada coordenada z; de Z puede ser escrito en su
representacion 2-adica, digamos

zi=ro(zi) +r1(z)2+ -+ ree1 (202 4 ()25

213
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n

Esto implica que, haciendo uso de la estructura de Zyy1-médulo de Z7, .,

ser escrito de manera Uinica en su representacion 2-adica:

el elemento Z puede

Z=r0(Z)+r(Z)2++n_1(2)2" 4 r(2)2F,

donde r;j(Z) = (rj(z0),rj(z1),...,rj(za-1)) € {0,1}". Recordemos que la suma sobre Zj y la
suma binaria (Corolario 2.3.3) estdn ligadas de la siguiente manera:

Lema B.1.1. Para cualesquiera A,B € {0,1}" C Z} y cualesquiera y,z € Zy
2(Ay+Bz) = 2(Aro(y) © Bro(z)),

donde la suma “®” del lado derecho de la expresion anterior es la suma sobre T.

Para todo k > 1 definimos el peso homogéneo @y, : Zyk+1 — Z como

0, a=0
op(a) =<2k a=2k

2k=1 " en otro caso

Esta aplicacion se extiende a una funcion @y, : Z5,., — Z de manera natural. Esto es, para todo
Z = (20,---,2n—1) s define @,(Z) = 04(20) + -+ @y(zn—1). La métrica &, : Zly | x Ly, — Z
inducida por wy, es llamada la distancia homogénea y definida como &,(A,B) = w,(A — B).

. . . k-1
Finalmente, recordemos que para todo Z € ZJ, ., definimos la funcién ¢ : Z7,,, — Zﬁ "
como

0(2)=don@+2|(d " en@)e e (den@))].

Note que si k = 1, entonces @ es la funcién identidad sobre Z. Asimismo, note que la definicién
de ¢(Z) esta dada en términos de su representacion 2-adica. Las siguientes propiedades de la
funcién ¢ son importantes (Corolario 2.3.6), para lo cual sefialamos que 2XZ ® 2Z = 2kry(Z) *
ri—1(Z), donde ro(Z),ri—1(Z) € {0, 1}" son las componentes que aparecen en la respresentacion

€C 9

2-adica del vector Z € ng 41y ¥ es la multiplicacion coordenada por coordenada.

Lema B.1.2. Seann > 1, k > 2 enteros y sean Y, Z € ngH. Entonces

L 92Y +2) = ¢(2'Y) + ¢(2) = 20(Y) + ¢(2),

2. (2)2+2) = —9(2),

3. 0(2124+2)= 02K 12) + 0(2) + (22 22),

4. 21242824+ 7) = 0(2512) — 9(2) + 9 (2* 2 ©22).
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Sean n > 1 un entero, Z = (20,---,2n—1) € Z,; y escriba a Z como Z = A + B, donde
A= (z0,...,20-2,0) y B=(0,...,0,z,_1). Entonces, para todo entero i tal que 0 < i < k, obte-
nemos que r;(A+ B) = r;(A) @ ri(B) y, por lo tanto,

Sl on2)=d e on®) = (¢ enm) o (¢ enB), 0<j<k-1.

Con el propésito de simplicar y darle claridad a las demostraciones que presentaremos a
continuacion, para cualesquiera dos enteros m,n > 1 definimos los siguientes conjuntos:

I(mn)={n—1,2n—1,3n—1,... . mn— 1}, (B.1)

Lema B.1.3. Seann > 2,k > 1 enteros y Z € ngﬂ. Entonces

?(Z) = ¢(A)+ ¢(B).

Para mds detalles acerca de estos dlitmos puntos, refiérase a la Seccién 3.3.

B.2. Resultado principal

El siguiente resultado es ttil para establecer que la aplicacién ¢ es una isometria entre
k—1 . . 2 .
(Z541,0n) y (Zz ", 8L), donde &, y &, son la distancia homogénea y de Lee, respectivamente.

Lema B.2.1. Seann > 1,k > 1 enteros y considere a los vectores Y = (yo,...,yn—1) =A1+B1y
Z=(z0,...,2n—1) =A+Bde Z5y1, donde By = 0,...,0,y,—1) yB=1(0,...,0,z,—1). Entonces

1. 8. (@(A1),9(A)) = 8L(@(vo, - - -, yn—2), (20, - - - 2n-2))
2. 8.(@(B1),9(B)) = 6L(@(yn—1), (zn—1))-
Demostracion. Por definicion 6z (¢(A1),@(A)) = wr(9(A;) — @(A)), donde
P(A1) —@(A) = 0(A1) +30(A)
=ck1®@r(A)+2 [(c’é_l ®r1(A1)) DD (cij ®rk(A1))} —
dol@3n)+2[ (T on@) e (¢l en)].
Por el Corolario 2.3.3, la expresion anterior es igual a la siguiente:

K l@X+2 [<c§‘1®xl) D@ (eﬁj@Xkﬂ , (B.3)
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donde Xo = ro(A1) +3r0(A) y X; = ri(A1) +ri(A), 1 <i<k.Dadoie€{0,1,...,k— 1}, supon-
gamos que
k—1

2k—l
¢ = (&0, Ep1y) EF; .

Con la introduccion de esta notacion, cada producto de Kronecker cf.‘_l ® A involucrado en la
expresion (B.3) es igual a la concatenacion de los renglones de la siguiente matriz

&0(rj(z0) +3rj(z0)) - € 0(rj(za—1) +3rj(za=1)) O
&1(rj(z0) +3rj(z0)) -+ &1(rj(zp—1) +3rj(zp—1)) O
€ ok-1-1(rj(z0) +3ri(z0)) -+ €11 (rj(zn—1) +3rj(zn-1)) O

Ya que cada coordenada de la dltima columna de la matriz anterior tiene peso de Lee igual a
cero, podemos eliminarla para obtener

&o(rj(zo0) +3rj(z0)) -+ &o(rj(za—1)+3ri(za1))
€1(rj(z0)+3rj(z0)) -+ €1(rj(za—1)+3rj(za-1))
& oe-1-1(rj(z0) +3rj(20)) -+ &1 (rj(za—1) +37j(zn—1))

Concatenando los renglones de esta tltima matriz, obtenemos

A @ ((rf(yos- - yn1)) = (rj(20,--,20-1)))

de donde se sigue que op(@(A}) — @(A)) = o(@(vo,---,Yn-1) — ©(20,---,2n—1)). De manera
andloga se ve que @, (¢(B1) — ¢(B)) = oL(@(yn) — @(zn))- O

De la definicion de la distancia homogénea, es claro que para todo y,z € Zni+1, 8 (y, z) puede
tomar los siguientes valores:

0, sly=z
S(vz) =42k  siy=2F4z
2k=1 " en otra situacién

Siy =z, entonces 0 = & (¢(y), ©(z)) = 8,(y,2). Siy = 2%+ z, se sigue del Lema B.1.2 que
0() = (2" +2) = p(2) + 0(2) = (D)1 +9(2),
y por lo tanto, 8.(¢(y), ¢(2)) = @(@(y) — @(2)) = @L((2)-1) = 2" = &(»,2).
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En el dltimo caso, si y —z & {0,2*}, entonces existen dos posibilidades: y —z € (2) o bien
y—zes una unidad. Si y —z € (2), entonces

e(y—2)=2[ct 'ny—2) @t in(y—2),
yya que
(=2 @& ek Ire(y—2) € RM(LE— 1)\ {(0), (s,

obtenemos @y (Q(y —z)) = 2¥~1. Ademds, como y — z € (2), sucede una de las siguientes si-
tuaciones: y y z son divisores de cero o bien y y z son unidades. Note que en ambos casos
©(y) — ¢(z) es precisamente de la forma

2cg M (nyen(z) e ed () ®nl2))],
donde
o () erE)e e (n(y) @n(z) € RM(1,k—1)\{(0)p1, (1)p1}.

Por lo tanto, 8.((@(y), ¢(2))) = @L(9(y) — ¢(2) =21 = &(y.2)-

La segunda posibilidad se da cuando y — z es una unidad. Entonces ¢(y — z) tiene todas sus
coordenadas iguales a 1 0 3y asf, g (¢(y —z)) = 2~ 1. Por otro lado, como y — z es una unidad,
sucede que rp(y) =1 0 ro(z) = 1 pero no ambos. Consecuentemente, @(y) — @(z) tiene todas
sus coordenadas iguales a 1 o 3. De este modo, @z (¢(y) — ¢(z)) = 2¢~!. Entonces

oL(@(¥), 0(2)) = 0L(@(y) — ¢(2)) = OL(P(y —2)) = @u(y —2) = &(¥,2).
En resumen, el andlisis anterior demuestra que @ : (Zy11, ;) — (Zﬁki1 ,0L) es una isometria.

Teorema B.2.2. Para todo n,k > 1, la funcion ¢ : (Z5,,,,6,) — (Zikiln, OL) es una isometria.

Demostracion. Por induccién sobre n. Supongamos que para algtin n > 1 el enunciado se cum-
pleyseanY =A; +B;,Z=A+B e 7"} Entonces

2k+1*

oL(0(Y),9(Z2)) = oL(¢(A1) + (B

donde la ultima igualdad se justifica pues el arreglo ¢(A;) — @(A) tiene ceros en I(k,n) y el
arreglo @(B1) — @(B) tiene ceros en J(k,n). Ahora, aplicamos el Lema B.2.1 y la hipétesis de
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induccidn para obtener

oL(9(Y), 9(2))

OL(9(A1),9(A)) +L(@(B1),9(B))
OL(@(y0s- s Yn—1), @(205--520-1)) + OL(@(Vn), P(zn))

On((¥0s---3¥n=1), (205 -, 2n—1)) + 6 (¥n, 2n)
511()’0,20)4' 4+ 0 (Yn—1,2n-1) + On(Yn, 2n)
on(Y,Z).

Por lo tanto, or(¢(Y),9(Z)) = 6,(Y,Z), lo que finaliza la prueba. O
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